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Vorwort. 



lü der vorliegenden Sammlung von Aufgaben aus der analytischen 
Geometrie der Ebene sind die Linienkoordinaten mehr berücksiclitigt, 
als dies bisher in den Lehrbüchern der Fall war. Ebenso findet man 
zahlreiche Anwendungeu der Determinanten, die sieh in der analytischen 
Geometrie besonders nützlich erweisen. Dennoch enthält das Buch auch 
fiir solche ausreichenden Ubungsstoff, denen die Rechnung mit Deter- 
minanten nicht geläufig ist. — Die Kegelschnitte sind bei ihrer her- 
vorragenden Wichtigkeit selbstverständlich mehr berücksichtigt, als die 
Kurven höherer Ordnung; von den letzteren ist nur das Notwendigste 
aufgenommen worden, was aber wohl ausreichend sein dürfte. Ab- 
schnitt VIII enthält noch eine Reihe von Aufgaben über das Princip 
der reciprokeu Radien und über Polarknrven, welche nicht zu schwierige 
und anregende Übungen darbieten. Wenn hier nun einige die Grenzen 
des Buches übers eh reiten de Anwendungen auf laimhehe Gebilde voi 
kommen, so möge berücksichtigt werden, das« dicelben nui die Äeuntm'i 
der elementaren Stereometrie voraussetzen und im ubiigen st einfach 
sind, dass sie dem Schuler erhebliche Schwierigkeiten nidit ^eruisachen 
werden. Auch die homogenen oder Dreieekskooidmat*;u «lud kuiz ei- 
wähnt. Für Aufgaben, welche sich nur auf Lagenbeziehungen eiatreuken, 
sind die letzteren ganz besonders geeignet und finden deshalb m die".ein 
Gebiet in ausgedehntester Weise Verwendung. (Man sehe besonders: 
„Vorlesungen über Geometrie" von A. Clebscli, herausgegebeu von 
F. Lindemann.) 
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IV Vorwort. 

Dass die Koordinateüverwaudliiiigen nicht, wie dies häufig geschieht^ 
gleich nach der Erklärung der Koordinateu aufgenommen sind, sondern 
erst da, wo sich Verweudiiug dafür findet, dürfte bei einem ersten 
Unterricht in der analytischen Geometrie gerechtfertigt sein. Ebeuso 
halten wir es für richtig, bei der Gleichung der Geraden uieht mit der 
allgemeinen Form ax -|- by-|- c ^ zu beginnen, sondern den im 
Buche angegebenen Gang zu befolgen. — Man ersehwert dem Anfänger 
das Studium der analytischen Geometrie sonst ebenso unnötig, als wenn 
man bei den Kurven zweiten Grades mit der allgemeinen Gleichung 
beginnend, aus dieser die besonderen Falle herleiten würde. 

Die den Aufgaben hinzugefügten Resultate und die zahlreichen' 
Entwickelungen dürften den Gebrauch des Buches wesentlich er- 
leichtern. 

Der Verfasser. 
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Einleitung. 



1) Auf einer Geraden MN ist ein fester Punkt A gegeben. — 
Soll nun die Lage eines beliebigen Punktes P dieser Geraden in Bezug 
auf A bestimmt werden, so ist nicht nur die Entfernung des Punktes 
P von Ä anzugeben, sondern auch die Richtung, nacb welcher die Strecke 
AP von A aus abzutragen ist. — Liegen nun zwei Punkte P und Q 
auf derselben Seite von A 

(in unserer Figur rechtis) und M_ ^ P a ? f 

ist AP = a , PQ =^ b , so ist 

die Entfernung des Punktes Q von A gleich a + b, wenn beide Ent- 
fernungen in der Richtung von A nach N gemessen werden. — Wird 
aber b in der Richtung von P nach A abgetragen, so bat der Punkt 
Q von A den Abstand a — b; Q liegt in diesem Falle mit P auf der- 
selben Seite von a, wenn a i> b, oder wenn a — b positiv ist. - — Wenn 
aber b i> a, so wird der Abstand negativ und Q liegt alsdann auf der 
entgegengesetzten Seite von A. Ist z. B, a ^ 5, b =^ 8, so liegt der 
Punkt Q in dem letzteren Falle in der Richtung von A nach M d. h. 
in der Entfernung — 3 von A. 

Den Abstand eines beliebigen Punktes P der Geraden MN von dem 
festen Punkte Ä nennt man die Abscisse desselben. — P liegt also auf 
AN wenn seine Abscisse positiv, und auf AM, wenn sie negativ ist, 

Siud x^ und x^ die Abscissen zweier Punkte P^ und Pg, so hat 
man für die Entfernung der beiden Punkte von einander; 

PjP^^Xg— Xj, 

welche Formel für alle Werte von Xj und x^ gültig ist. — ■ Man kann, 
wenn es sich nur um die absolute Entfernung der beiden Punkte han- 
delt, diese Differenz auch stets so eini'ichten, dass dieselbe positiv aus- 
fällt, wenn man nur die kleinere Abscisse von der grösseren subtrahiert. 



y Google 



2 Einleitung. 

Ist Xg positiv und Xj negativ, so liegen Pj und Pj auf verschiedenen 
Seiten von A, und man findet 

PjPg ^ xg — (— X,) = X, + X,. 
Sind beide Abseissen negativ und x^ >• Xj (absolut genommen), 
so ist: 

V,P, = Xj — (— Xa) =^ X, — x„ 
u. s. f. 

2) Beweise, dass die Äbscisse der Mitte zwischen zwei Punkten, 
deren Abseissen Xj und x^ sind , gleich dem arithmetischen Mittel 

1 X ,^ ist. — Es soll ferner gezeigt werden, dass diese Formel für 

alle Lagen der beiden Punkte gültig ist. 

3) Die Äbscisse eines Punktes kann auch durch eine Gleichung 
bestimmt sein, Soll z. B. die Äbscisse x desjenigen Punktes gefunden 
werden, welcher die Strecke AP = a nach dem Verhältnis m zu n teilt, 
so ergiebt sich dieselbe aus der Proportion 

X : a — X = m : n 

woraus folgt x = 

° m -|-n 

4) Die Abseissen zweier Punkte P und Q sind a bez. b, (b >> a). 
Man soll die Äbscisse x desjenigen Punktes M bestimmen, für welchen 
PM^ 4- QM^ = k* ist. 

Man findet x= ^^ + iV 2 k^ — (a — b)^ ■ 

Da nun -^^— die Äbscisse der Mitte zwischen P und Q ist, so 

findet man zwei, in Bezug auf diese Mitte symmetrisch liegende Punkte, 
welche der Aufgabe genügen. — 

5) Bestimme die Äbscisse desjenigen Punktes, welcher die Strecke 
PQ stetig teilt, wenn a bez. b die Abseissen von P und Q sind; (b > a). 

HT fi ^ . 3b-a+(b^a)/5 
Man findet x =; — ;; 



KoordinatCQsysteme. 

Rechtwinklige Koordinaten. 

6) Die Lage eines beliebigen Punktes in einer Ebene wird am ein- 
fachsten auf zwei in der Ebene liegende feste Geraden, welche senk- 
recht aufeinander stehen, bezogen. — Diese beiden Geraden AX und 
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ÄY heissen Koordinatenachsen, AX die Abscissenachae , AY die Ordi- 
natenacbse; ihr Schnittpunkt A der Anfangspunkt. Die Abstände eines 
Punktes M von den beiden 
Achsen nennt man die Koordi- 
naten des Punktes M und zwar 
QM = AP = X die Absisse, 
MP = y die Ordinate. — Um 
anzudeuten, dass der Punkt M 
die Koordinaten x und y habe, 
schreibt man: „M (x, y)". Bei 
jeder der Achsen unterscheidet 
man zwei Richtungen vom An- 
fangspunkt aus gerechnet, die 

positive und die negative Richtung {wie iu der Fig. angegeben). Die 
Lage eines Punktes ist durch Grösse und Vorzeichen seiner Koordinaten 
völlig bestimmt. 

Schiefwinklige Koordi- 
naten. 

7) Die Koordinatenachsen kön- 
nen awch einen beliebigen Winkel 
miteinander bilden. In diesem 
Falle sind die Koordinaten x und y 
eines Punktes M die Entfernungen 
desselben von den Achsen parallel 
zu den letzteren gemessen. 

Polarkoordinaten. 

8) Ist PQ eine feste Gerade (Achse) und P ein fester Punkt (Pol) 
in derselben, so ist die Lage eines beliebigen Punktes M in der Ebene 
auch bestimmt durch die Strecke 

PM =^ r (Leitstrahl) und durch den 
Winkel (p, welchen PM mit PQ bildet. 
Der letztere wird von PQ aus in der 
angegebenen Pfeilrichtung gemessen. 
Der Winkel 9 und der Leitstrahl r 
heissen die Polarkoordiuaten des Punk- 
tes M. 

Andere Koordinatensysteme können erst später ihre Erklärung 
finden. — 

9) Besteht zwischen zwei Yeränderlichen x uud y eine Gleichung 
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y = f(x), F(x, y) = [oder auch r =^ f(9)], so drückt dieselbe die Art 
der Abhängigkeit der einen Veränderlicben von der anderen aus. — 
Zu jedem willkürlich gewählten Wert des x lasst sich ein Wert von 
y aus der Gleichung bestimmen. Solche zusammengehörige Werte von 
X und y betrachtet man als Koordinaten eines Punktes, und man er- 
hält, wenn man x stetig verändert, unzählig viele Punkte, welche eine 
Kurve bilden. — ■ Die Gestalt derselben ist durch die Gleichung zwischen 
X und j völlig bestimmt und man nennt deshalb letztere die ,, Gleichung 
der Kurve". 

Die Aufgabe der analytischen Geometrie ist nun: Ana gegebenen 
Eigenschaften einer Kurve ihre Gleichung zu finden, und umgekehrt 
die Gestalt und die Eigenschaften der Kurven aufzufinden, welche in 
gegebenen Gleichungen zwischen zwei VeränderHchen enthalten sind. 
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I. Abschnitt. 

Aufgaben üher runktkooi'tliiiaten. 

1) Es sollen die Lagen folgender, durch ihre rechtwinkligen Koor- 
dinaten gegebenen Punkte dnrch Zeichnung dargestellt werden. 

Ml (4, 6), M2(— 6, 2), MgCS, — 3), M^(— 4, — 6), M^CS, 0), 
MßCO, 10), M,(— 3, 0), MgCO, — 1), Ma(0,0).~ 

2) Die Entfernung des Punktes M(x^, y,) vom Anfangspunkt zu finden. 

Antw. y^H-yi'. 

Zahlenbeispiele, cc) (5,12), ß) (—12,16), 7) (—8,-15) 
Antw. a) 13, ß) 20, 7) 17. 

3) Wie gross ist die Entfernung der beiden Punkte Mj(xiy^), 
^afeya) voneinander? Antw. y^^ — ^fs)^^"(yl — Js^- 

Zahlenbeispiele, a.) Mi{17, 9), M3(5, 4) Antw. 13 

ß) M,(— 7, 9), Mä(2, — 3) „ 15. 

4) Aus den Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks Mi{5, 12), 
M^( — 3, — 3), Mg(9, — 8) die Längen der Seiten desselben zu berechnen. 

Antw. MiM, = 17, M^Mg = 4 YW, M^M^ = 15. 

5) Die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke M^M^ durch die 
Koordinaten ihrer Endpunkte auszudrücken. — 

Antw. Sind x^yj die Koordinaten von M^, und x^y^ die von Mg, 
so findet man für die Koordinaten der Mitte zwischen Mj und Mg : 
^+_^a Ji H- Js 
2 ' 2 

Zahlenbeispiele. cc)M,(4, 12), M^(1&,S); ß)Mi(4,— 8), M^C— 10, 6); 
y)M,(6, — 8), Ma(— 6, — 4). 
Antw. a) (10,10); ß) (—3,-1); y) (0,-6). 

6) Die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks M^M^Ms sind ge- 
gebeni M^— 6, 2); Ma(4, 16); M3 (20, — 6); es sollen die Koordinaten 
der Mitten der Dreiecksseiten bestimmt werden. — 

Antw. Man findet für die Mitte von M^M^ die Koordinaten ( — 1, 9) 
„ „ „ „ „ M^Mg „ „ (7,-2) 

„ „ „ „ „ M^Mg „ „ (12, 5). 
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6 L Absclimtt. 

7) Es soll 11 acli gewiesen werdeu, dass sich in jedem Viereck die 
Verbindungslinien der Mitten von je zwei gegenüberliegenden Seiten 
gegenseitig balbiereu. — Der Halbierungapunkt ist auch die Mitte der 
Verbindungslinien der Mittelpunkte der beiden Diagonalen des Vierecks. — 

8) Zwei Punkt« M^(sjy^), M2{s2y2) sind gegeben. — Man soll 
die Koordinaten desjenigen Punktes P auf der Geraden M^M^ bestim- 
men, dessen Abstände von M, und Mj das Verliälfcnis a : ß haben. — 

Antw. Nennt man die Koordinaten von P, x und y und liegt 
derselbe zwischen Mj und M^, so findet man: 

a+ß ' y a+ß 

Dividiert man in diesen Ausdrücken Zähler und Nenner durch ß 

und setzt „- ;= k, so ist; 

l+k ' -^ i+k 

Liegt der Punkt P ausserhalb der Strecke M^M^ so fiudet mau: 
___ Xj — kxj ^ yi — " kjj 

Ist in diesen letzten Formeln < k < 1 so liegt P ausserhalb 
MjMj an der Seite von Mj ; für k ^ 1 aber an der Seite von M^. — 
Für k = 1 liegt P in unendlicher Entfernung. — 
9} Die Mittellinien eines Dreiecks teilen sich nach einem bekann- 
ten Satze der Planimetrie nach dem Verhältnis 1 : 2. Man soll hieraus 
die Koordinaten des Durchschnittspuuktes der drei Mittellinien des in 
Aufg. 6 gegebenen Dreiecks bestimmen, Antw. 6, 4. 

10) Welches sind die Koordinaten des Durch Schnittes der drei 
Mittellinien, wenn die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks Mi(xiyi), 
M,(x,y,), M3{x,y,) sind? 

Antw. g , ^ 

11) Die Koordinaten der Mitten der Seiten eines Dreiecks sind 
(4,6), (8,2), (10,12); man soll die Koordinaten der Eckpunkte des 
Dreiecks bestimmen. Antw. (2,-4), (6,16), (14,8). 

12) Es sind die beiden Punkte M^(x^yi), Mj(x2yj) gegehen. — 
Ans den Koordinaten derselben soll der Flächeninhalt des Dreiecks ge- 
funden werden, dessen Ecken Mj, M^ und der Anfangspunkt der Koor- 
dinaten sind. 
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Aufgaljen über PunitlioordinateE. 7 

Antw. Man findet für die doppelte Fläche die Formel 

2F = y,Xo — y„x, =^ oder auch, abgesehen vom Vorzeichen ^ ^ 

•'' ^ " ' IxixJ ^ |xgyg|- 

13) Aus den Koordinaten der Ecken des Dreiecks M,{x^yi), M3(x2y2), 
^aC^gys) ^^ Fläche F desselben zu berechnen. 

Anw. 2F = y,(x3-x,) + jä(xi— S3)+ys{x,— xj) 
oder auch 2 F = x^{y^ — y^) + x^ij^ — yj + x^iy^ — y^) 
welche Formel sich auch so schreiben lässt: 

2 F - x,y, 1 ■ 

Ist diese Determinate gleich Null, so liegen die gegebenen Punkte 
in einer Geraden. — 

14) Den Flächeninhalt eines beliebigen Vielecks aus den Koordi- 
naten der Eckpunkte zu berechjien. — 

Aufl. Man nehme innerhalb des Vielecks einen beliebigen Punkt 
0(s, y) an, und verbinde denselben mit allen Eckpunkten des Viel- 
ecks durch Geraden. — Die Flächeninhalte der hierdurch entstan- 
deneu Dreiecke werden nach einer der in 13) gefundenen Formeln 
bestimmt, nnd addiert. — 

Sind Mi(xiyi), M^Cx^y^), MuCx^jn) die Eckpunkte, so 

findet man für die Fläche F die folgende Formel: 

2F=y,(x.-x,) + y,(x,-x3)+y3(x,-xJ + ---y„(x„_i-x,) 
od.auch:2F=x^(ya— yD) + X2(y3— yi) + X3(y4 — y2)H x^ij^—jo-i). 

15) Wie gross sind die Inhalte folgender Dreiecke: 

a) M,(2, 6), Ms{12, 16), M3(20, 4) 

ß) Ml (24, 8), M3C6, — 8), M3(0, 12) 

T) Mi(— 2, 10), MaC— 8, — 14), M3(— 18, — 6). 
Antw. a) 100; ß) 228; y) 144. 

16) Den Inhalt des Fünfecks Mi(— 8, 6), ^1^(2, 12), Mg (18, 8), 
M4(14, — 10), M^C— 4, — 6) zu bestimmen. Antw. 3%. 

17) Wie gross ist die Eutfernung der beiden Punkte Mi(!p,ri), 

M^itf^r^)? Antw. MjMj =Yt,''-\-^2^—^V2 cos(9j —<?s)- 

18) Den Inhalt des Dreiecks Mi(!pirJ, Mg(cparB), P(0, 0) zu finden. 
Antw. 2 F = rjrj sin (tpj — tpj). 
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II. Abschnitt. 

Die gerade Linie. 

1) Schneidet eine Gerade die Ordinalen aehse in dem Abstand b 



und die Absei ssenachse 
P(x,j), (Fig. 1), < 




-^ ^Pjf 



Abstand c yom Anfangspunkt und ist 
PnnlEt der Geraden, so findet man leiclit 
aus der AJinliclikeit der Drei- 
ecke AMN und NPQ: 

y:x + c = b:c, 
woraus 

' 1 i 
y = -x + b. 

oder wenn man den Bruch 
— kurz mit a bezeichnet: 

j = ax + b (1) 

Diese Gleichung drückt 
die Art der Abhängigkeit der 
Ordinate y eines beliebigen Punktes der Geraden von der Ahscisse s 
desselben aus; sie ist folglich die Gleichung der Geraden, welche durch 
die beiden Punkte M und N ihrer Lage nach bestimmt ist, ■ — Der 
Koeffizient a bedeutet die trigonometrische Tangente des Winkels, wel- 
chen die Gerade mit der positiven ßichtuug der Abscissenachse bildet, 
und die Eonstante b ist die Strecke, welche die Gerade auf der Ordi- 
natenachse abschneidet. — Aus der Gleichung der Geraden kann man 
zu jedem willkürlieh gewählten x das zugehörige y berechnen. — Zwei 
zusammengehörige Werte von x \ind y welche, wie man sagt „der 
Gleichung der Geraden genügen", sind die Koordinaten eines Punktes 
der Geraden. — Ist z. B. die Gleichung 

y = |K4-5 

gegeben, so findet man für x :^ 2, y ^^ 6 ; also sind 2 und 6 die Koor- 
dinaten eines Punktes der dnreh obige Gleichung bestimmten Geraden, 
— Setzt man x = 4, so ist y ^ 7, ebenso ist für x =^ 6, y ^ 8 u. s. f. 
Trägt man diese Koordinaten (s. Fig. 2) nach irgend einem Maaa- 
stabe auf, so erhält man die Punkte Mj, Mg, Mg , . welche auf der 
durch die gegebene Gleichung bestimmten Geraden liegen. — Setzt man 
X ^= so folgt y ^= 5 ; diese beiden Koordinaten geben einen auf der 
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Die gerade Linie. 9 

Ordinatenacbse liegenden Punkt. — Der Durchschnitt der Geraden mit 
der Absciasenachse hat die Ordinate 0; die Abscisse dieses Punktes iat 
folglich derjenige Wert von 
X, welcher, in die Gleichung 
der Geraden eingesetzt, y zu 
macht. — Man findet dem- 
nach diese Abscisse aus der 
GleiebuBg = | x 4- 5, woraus 
sieh X = — 10 ergiebt, — 

Der Winkel a, welchen 
die Gerade mit der Abseissen- 
a«hae bildet, ergiebt sich aus 
der Gleichung tgix^= ^. — 

2) Es sollen folgende 
Geraden gezeichnet, und ihre 

Durchschnitts punkte mit den Achsen durch Rechnung gefunden werden: 
a) y = ix + 8, b) y=-|x + 9, c) y=|x-12, d)y=— |x— 10. 
Bezeichnet man den Dnrchachnittspiinkt einer Geraden mit der 
Abscissenachae durch P, und den Durchschnitt mit der Ordinaten- 
acbse durch Q so findet man für die obigen Geraden: 
a) P(— 16, 0); b) P(12, 0); c) P(8, 0); d) P(— 15, 0) 

Q(0, 8) Q(0, 9) Q(0,— 12} Q(0— 10). 

3) Welchen Winkel bildet jede der vorigen Geraden mit der 
Abseissenachse ? 

Äntw. a) 26°33'54". h) 143°T48". c) 56°18'36". d) 146'18'36". 
Anm. Eine Gerade, deren Gleichung y = ax-|-b iat, bildet mit 
der positiven Richtung der Abscissenachse einen spitzen Winkel, 
wenn a ^ 0, einen stumpfen Winkel, wenn a <^ 0. — 

4) Wie heisst die Gleichung der Geraden, welche die Abscissen- 
achse in dem Abstand -|- 6 und die Ordinatenacbse in dem Abstand 
-|- 5 vom Anfangspunkt schneidet, und wie gross iat die Ordinate des- 
jenigen Punktes der Geraden, dessen Abscisse 12 ist? 

Antw. y^ — "Ix + ö; — 5, 

5) Wie heisst die Gleichung der Geraden, welche mit der Abscissen- 
achse einen Winkel von 45° bildet und auf der Ordinatenacbse die 
Strecke 8 abschneidet? Antw. y = x-j-8, 

6) Gegeben die Gerade y = — | x + 6; man soll den Abstand des 
Punktes M der Geraden vom Koordinaten au fang bestimmen, wenn die 

! von M ^ 4 ist, Antw. 5. 
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10 ir. Abschnitt. 

7) Auf der Geraden y = | s -f 4 liegt der Punit M, dessen Äbseisse 
12 ist, ebenso ist die Abseisse des auf der Geraden y = — fx + 12 
Hegenden Pauktes N gleich 4. Wie weit ist M von N entfernt? 

Aiitw. 10. 

8) Die Gleicliung einer Geraden anzugeben, welche a) durch den 
Anfangspunkt geht; b) parallel zur Abscissenachse in der Entfernung 
t von dieser; c) parallel zur Ordinatenachse im Abstand c von letzterer; 
d) mit der Abscissenachse und e) mit der Ordinatenachse zusammenfällt, 

Antw. a) y ^^ ax; b) y == k; c) x ^ e; d) y = 0; e) x = 0, 

9) Zu untersuchen, oh einige der Punkte Mi{6, 8), M^CS, 8), 
M3(— 6, 2), M^C— 12, — 2), M^Cie, U), M^(20, 15) auf der Geraden 
y = g- X + ö liegen. 

(Auch graphisch darzustellen.) 

10) Die allgemeine Bedingungagleichuug anzugeben, welche aus- 
drückt, dass der Punkt M(xiyj) auf der Geraden y = ax -|- b liegt. 

Antw. y^ = ax^ -\- b. 

Setzt man den Jiieraus folgenden Wert von b in die Gleichung 
der Geraden ein, so heiast dieselbe: y — Ji^^i^ — ^i)- — ^üi" 
jedes beliebige a bedeutet hiemach diese Gleichung eine Gerade, 
welche durch den Punkt M(Xiyi) geht. — Eine Änderung des a- 
in der Gleichung y ^ — -Ys ^ ^{^ ~- ^i) würde demnach eine Drehung 
der Geraden um M bewirken. 



11) Die beiden Geraden y^ax-|-b und y^mx-|-u sind parallel, 
wenn sie mit der Abscissenachse gleiche Winkel bilden. Da nun a 
und m die trigonometrischen Tangenten dieser Winkel sind, so ist die 
Bedingung für die parallele Lage der beiden Geraden: a ^ m. 

Man soll hiernach die Gleichung der Geraden finden, welche a) durch 
den Funkt M(8, 14) geht und parallel zu der Geraden y =^ | x + 2 ist. 
b) Ebenso, wenn der Punkt M(xiy[) und die Gerade y ^ ax -|- b ge- 
geben sind. 

Antw. a)y=-|x + 8. ß) y ^y, = a(x — xj. 

12) Wo schneidet die Gerade, welche durch den Punkt M( — 6, — 9) 
geht und parallel zu der Geraden y = — | x -|- 4 ist, die Achsen? 

Antw. Die Gerade schneidet die Abscissenachse in dem Abstand 
— 19^, die Ordinatenachse im Abstand — 13 vom Anfangspunkt. — 

13) Eine Gerade G sehneidet auf der Abscissenachse die Strecke 10, 
auf der Ordinatenachse die Strecke 6 ab. — Man soll die Gleichung 
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11 



der Geraden finden, welcbe durch den Punkt M(1.6, 12) geht und parallel 
zu G ist. 

Antw. y = — |x+21. 

14) Die GleiebuEg der Geraden zu finden, welche durch die beiden 
Punkte Mi{4, 6), Ma(i2, 10) geht. 

Antw. Die Gleichung sei y==a5-j-b; da nun Mj auf dieser 
Geraden liegen soll, so muss die Gleichung für y den Wert 6 geben, 
wenn x :^ 4 gesetzt wird, also muss sein : 

6:=4a + b. 
Ebenso ist: 10^12a-|-h die Bedingung dafür, dass M^ auf der 
Geraden liegt. — ■ Aus diesen Gleicbangen folgt a = |-, b = 4, 
folglich heisst die gesuchte Gleichung der Geraden: 

y = ix + 4. 

15) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch die Punkte 
MiCx^yJ, M,(x,y,) gebt. — _ 

Antw. Auf dieselbe Weise wie in 14) ergiebt sich als Gleichung 



der Geraden: y ^Ji ^ -; 

Andere Ableitung. 
Sind M, und M^ Fig. 3 
die gegebenen Punkte, und 
ist P(xy) ein beliebiger 
Puukt der Geraden, so 
ziehe mau durch Mj die 
Gerade M^Q parallel zur 
Abscissenachse. — Dann 
ist ÄC = Xi, OMj=yi, 
AD = x„ DM, =y„ 

AE-=x, EP = y. — Aus 
der Ähnlichkeit der Drei- 
ecke M^PQ und M,M^N folgt 

PQ 

MgN M,N ' 



J-(x-x,). 



Y 






ß^ 






5^ 








M 








^ 


i 


Q 


^ A 




'' 3) 


1 


■ J 



oder 



folglich : 



-Ji ■■ 



. J.— _?J 



-(■t 



%)■ 



16) Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks und die Durch- 
sehnitts punkte ihrer Verlängerungen mit den Achsen aus den Koordi- 
naten der Eckpunkte zu finden. 
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IL Abacbnitt. 






a) M,(- 


4,-S), 


, M,(12, 16), M,(24, 


-12). 




Ant«. 


M,M, 


schneidet die XÄchse i 


im Punkte 


(U-.o), 




M,M, 


„ TAchse 




(0, - 2), 




M,M, 


„ XAchse 




(— 60, 0), 




M,M, 


„ TAchse 




(0.-8t), 




M,M, 


„ XAclse 




{18f, 0), 




M,M, 


„ YAchse 




(0, 44). 


h) M,(9, 


12), M, 


ä{— 8, 16), M3(— 3, - 


li). " 




Antw. 


M,M, 


schneidet die XAchse i 


im Punkte 


(60, 0), 




M,M, 


„ Y Achse 


„ „ 


(0, 14tV), 



M(Mg geht durch den Anfangspunkt, 

M2M3 schneidet die XAchse im Punkte (—4, 0), 

M^Ms „ „ YÄchse „ „ (0,-16). 

17) Die Gleichungen der drei Mittellinien des Dreiecks M^(— 5, 3), 
M3(ll, 15), M^O, 1) zu finden. 

Antw. y==J^x + |J; y:^i|x + TV' y = ~ 2 x + 15. 

18) Wie heisst die Gleichung der Geraden, welche durch den Punkt 
Mi(10, 18) geht uud parallel zu der Verbindungslinie der beiden Punkte 
Ms(4, 6), ¥3(14, 12) ist? Antw. y = f x + 12. 

19) Durch die Eckpunkte des Dreiecks M^C— 4, 4), M,{6, 12), 
M3(16, 8) werden Parallelen zu den gegenüberliegenden Seiten gezogen. 
— Wo schneiden diese Parallelen die Achsen? 

Antw. Die XAchse wird in den Abständen 6, —54, 6, und die 
TAchse in den Abständen 2|, 10|, — 4| vom Anfangspunkt ge- 
schnitten. — 

20) Die Gleichung der Geraden aufzustellen, welche durch den 
Punkt Mj(siy[) geht und parallel zu der Verbindungslinie der Punkte 
MaCxaJa), MgCx^yg) ist. — 

Antw. y — yj^A^A(x_Xj). 

21) Nachzuweisen, dass die Mitten der Seiten eines beliebigen 
Vierecks Mj{xiyi), M3(x2y2), Ms(x3y3), M4(x4y4) die Ecken eines 
Parallelogramms sind. 

Anl, z. Aufl. Mau stelle die Gleichungen der Verbindungslinien 
der Seitenmitten auf. 

22) Die Koordinaten des Durchschnittes der beiden Geraden 

y= ax +b\ 
y=mx + nl 
zu bestimmen. 
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Aufl. Sind MN imd PQ (Fig. 4) die beiden durch obige Gleich- 
ungen gegebenen Geraden, so würde man zu einer beliebig gewähl- 
ten Abscisse AC = s aus der einen 
Gleichung die Ordinate CD, und aus 
der anderen Gleichung die Ordinate 
CE finden. — Setzt man jedoch für 
X die Abscisse AG des Durchschnitts- 
punktes in beide Gleichangen ein, 
so muss sich aus beiden derselbe 
Wert für y, nämlich GF ergeben. 
■ — Die Koordinaten des Durch sehn itts- 
punktes zweier Geraden sind dem- 
nach diejenigen Werte von x und y, 
welche den Gleichungen beider zu- 
gleich genügen; man findet sie, wenn man die Gleichungen der beiden 
Geraden als Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y behandelt 
und sie nach diesen auflöst. — Die Koordinaten des Durchschnittes 
sind also: 

n- — b an — bm 




Ist in diesen Ausdrücken a^m, so werden x und y unendlich 
gross, d. h. die beiden Geraden sind parallel (s. 1 5). 

23) Welches sind die Koordinaten des Durchschnittes der beiden 
Geraden y ^ | x -1- 5 und y =^ — J x + 15, 

Antw. 12, 11. 

24) Die Koordinaten der Eckpunkte des von den drei Geraden 

y = -»x+24i 
eingeschlossenen Dreiecks zu finden. 

Antw. (4, —2), (10, 12), (18, 2). 

25) Die Koordinaten des Durchschnittes der drei Mittellinien des 
Dreiecks Mj(4, 4), 51^(10, 14), ¥3(22, --6) zu finden. — 

Anl. Man suche zuerst die Koordinaten der Mitten der Dreiecks- 
seiten, bestimme hiernach die Gleichangen der drei Mittellinien, 
und ermittele aus zwei derselben die Koordinaten des Durchschnitts- 
punktes. — Diese müssen auch der Gleichung der dritten Mittel- 
linie genügen. — Man findet (12, 4). 
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14 IL Älischiiitt. 

26) Ebenso die Koordinaten des Durchsclinittea der drei Mittellinien 
zu finden, wenn die Gleichungen der Seiten des Dreiecks sind: 

j == i X + 10-1, y = - A X + T^, y - - V X + 2H. 
Aufl. (6, 4). 

27) aegeben das Dreieck M,(4, 6), Ma{8, 2), Mg(10, 12). Durch 
jeden Eckpunkt wird eine Parallele zur gegenüberliegenden Seite ge- 
zogen; es sollen die Koordinaten der Ecken des von diesen letzteren 
Geraden gebildeten Dreiecks gefunden werden. 

Änfl. (2, —4), {6, 16), (14, 8). 

28) Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind: 

y = TTX+ ^TT 

y = V X - 123 

y = — t\ X — öt'v 

y = — 111 — 82. 
Es sollen die Koordinaten des Durchschnittes der beiden Diagonalen 
des Vierecks bestimmt werden. 
Äntw. (0, 0). 

29) Wie heisst die Gleichung der Verbindungslinie der Mitten der 
beiden Diagonalen des vorigen Vierecks? 

Antw, y =3 2|- X — 6|. 

30) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche den Schnittpunkt 
der beiden Geraden 

y = ax -|-b 

mid y :^^aix -[- b, 

mit dem Anfangspunkt verbindet. 

. , ab, — a,h 
Antw. y = — r r — ■ ^■ 

31) Durch den Punkt P{14, 6) werden Ecktransveraalen zu dem 
Dreieck Mi(4, 4), Ms(16, 20), Ma{22, —6) gezogen. — Wo treffen 
dieselben die Seiten des Dreiecks? 

Antw. MjP sehneidet M^Mg im Punkte (19, 7), 

MäP „ MiMg „ „ (13, —1), 
MjP „ M1M3 „ „ (10, 12). 
52) Es soll das Verhältnis ermittelt werden, nach welchem die 
gerade Verbindungslinie der Punkte Mi(xiyi), M2(x2yg) von der die 
beiden Punkte M3 (xg y^), M^ (xj^ y^) verbindenden Geraden geteilt 
wird. — 
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Aufl. Sind sy die Koordinaten des Schnittpunktes Q und wird 
das Verhältnis der Abschnitte MjQ und MgQ durch k bezeichnet, 
so ist nach (I, 8): 

xj +kx3 ^ yi + ^y^ 

1 + k ' ^ 1 + k 

Da nun der Punkt Q auch auf der Geraden M3M4 liegt, so 
müssen seine Koordinaten der Gleichung derselben, nämlieli: 
y — Js ^ X — ^3 
Ji — Js ^4 — X3 
genügen. — Setzt man für x und y die ohigen Koordinaten des 
Punktes Q ein, so folgt hieraus 

k ^ (yi ~ ya) (^4 — ^a) — (jj — jb) c^i — %) 

(Xa — Xg) (y^ — yg) — (x^ — Sg) (y^ -— yg) ' 
oder auch i,^ y.(^. -%) + y.fa -x,) + y,(x3 -x,) ^ 
JsC^s — xj + y^{x^ — xg) + y^Cxa — Xg) 
Mit Berücksichtigung der in I, 13 für die Fläche eines Dreiecks 
angegebenen Formeln findet man leicht, dass k das Verhältnis der 
Flächeninhalte der beiden Dreiecke MiMgM^ nnd M^MaMi ist. 
33) Die Grösse des Winkels <p zu bestimmen, welchen die beiden 
Geraden 

y^ax-i-b 
y ^mx-f- n 
miteinander bilden. 

Aufl. Sind a. und ß die Neigungswinkel der gegebenen Geraden 
gegen die Abscissenachse, so ist nach 1) d. Absclin. tg et =^ a, 
tg ß = m. Der Winkel 9 ist gleich a — ß, also tg 9 = tg (a — ß) 
_ tgtt — i 



1+tga. 
lese Gleichung, so folgt 



Setzt mau für tg a und tg ß ihre Werte in 

ilgt; 

a — m 

'" = TT^- 

Ist a ^ m, so folgt hieraus cp = 0, d. b. die gegebeneu Geraden 
sind parallel. Weim aber l+am = oder am = — 1 ist, so 
wird tg<p^^CO, 9 = 90°; in diesem Falle stehen die Geraden 
senkrecht zu einander. — 

34) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch den Punkt 
S, 12) geht und senkrecht zu der Geraden y = -| x + 4 steht. 

Aufl. y = — 4x4-21. 
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35) Die Gleichnng der Geraden zu finden, welche durch den Punkt 
M(x,y,) geht und senkrecht steht zu der Geraden y^ax + b. 

Aufl. y — y, = — — {x — Xi). 

36) Den Abstand des Piinktes M(0, 15) von der Geraden y^|x + ö 
zu finden. Autw, 8. 

37) Den Abstand der beideu parallelen Geraden 

y = -j^ X + 16 

y = T\x-ii 

voneinander zu bestimmen. 
Aufl. 24. 

38) Die Gleichungen der drei Höhenperpendikel des Dreiecks iWj(4, 4), 
M3(i2, 16), Mg(20, 8) und die Koordinaten des Durchschnittes der- 
selben zu bestimmen. 

Antw. Die Koordinaten des Durchschnittes sind (12|, 12f). 

39) Für dasselbe Dreieck die Koordinaten des Durchschnittes der 
Senkrechten in den Mitten der Seiten (Mittelpunkt des umbeschriebenen 
Kreises) zu finden. 

Autw. llf, 7f. 

40) Nachzn weisen , dass die in 38) und 39) gefundenen Punkte 
mit dem Durchschnitt der drei Mittellinien des Dreiecks in einer Ge- 
raden liegen. 

Anl. Man stelle die Gleichung der Geraden auf, welche durch 
zwei dieser Punkte geht, und zeige, dass die Koordinaten des dritten 
Punktes dieser Gleichung genügen. ^ 

41) Nimmt man den Eckpunkt A des Dreiecks ABC als Koordi- 
natenanfang und die Seite AC als Absciasenachse , so sind die Koordi- 
naten der Ecken des Dreiecks A{0, 0), B(a, ß), C(a,, 0). Es sollen 
die Koordinaten des Mittelpunktes des umbeschriebenen Kreises, des 
Durchschnittes der drei Mittellinien, und die des Durchschnittes der 
drei Höhen bestimmt, und nachgewiesen werden, dass diese drei Punkte 
in einer Geraden liegen. — 

a, a — a^-J- ß^ \ 



Antw. Die Koord. der drei Punkte sind 



C5i 

V2 ' 



2ß 

V 3 ' 3/' V ' ß / 

42} Die Gleichung jeder Geraden lässt sieh auf die j 
Form 

ai + by + c = (a) 
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bringen. — Ist z. B. die Gleichung 

y~f x + 6 
gegeben, und schafft mau nach Mnltiplikatioi] der Gleichung mit 4 alles 
auf eine Seite, so heisst die neue Gleichung: 
3x — 4y + 24 = 0. 
Dividiert man in Gleichung a) beiderseitig durch c so erhält man 
die Gleichung der Geraden auch iu der Fonu: 

ux + vy+l = (ß) 



Die Gleichungen a) oder ß) sind für gewisse Arten von Aufgaben 
über gerade Linien geeignet, die Lösungen einfacher und eleganter zu 
gestalten. — 

Die Gerade ax -|- by -|- c = 

schneidet auf der Abscissenachse die Strecke — - — , auf der Ordinaten- 

achse die Strecke ,- ab. — Sie bildet mit der Abscissenachse einen 

b 

Winkel, dessen trig. Tangente = r ist. 

43) Wann sind die beiden Geraden 

as H-by H-c =0 

ajx + biy + ci = 

parallel? 

la b I 
Antw. Wenn ab, — a.b^O oder I , ^ ^ 0. 
j aj bi . 

44) Den Winkel 9 zu bestimmen, welchen die beiden Geraden 

ax -|- by -|- c ^ 0, ajX +biy -|- Cj =0 miteinander bilden. 

Antw. tg ffi = 



aa^ + bbj 

Ist der Zähler =:;0 so ist cp =^ d. h, die Geraden sind parallel 
(s. vor. Aufgabe). Ist der Neuner aaj +bbi ==0, so ist tg cp = CO, 
.(p=r90''; die Geraden stehen senkrecht aufeinander. — Die letztere 

Bedingung lässt sich auch schreiben 1 1 = 0. 

45) Die Koordinaten des Durchschnittes der beiden Geraden 
ax -|- hy + c =^0 
aiX + b,y+Ci = 
anzugeben. 
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Ib b, 



Äntw. 



-b,c 



ja b abj — a.b ' a b ab^ — a,b 

.iibj 

(Das Verschvrindea des geraeiiisebaftlicbeu Nenners drückt aus, 
dass die Koordinaten des Dnrcb Schnittes unendlich gross, also die 
Geraden parallel sind, s. 43). 

46) Die Uleichung der Geraden zu finden, welche dnrcb den 
Punkt M (xj y,) gebt und a) parallel, ß) senkrecht zur Geraden 
ax 4- by -(- c = ist. 

Antw. et) a(x — s,) + b(y — y,) = 
oder: i x, y, 1 1 

l^iJi 1 I = 0. 
jb,— a,o| 
ß) a{y-yO-b(x-x,)-0 
oder : j X y 1 

hr.y.l =0. 
« b 

47) Die Gleichung der Geraden zu finden, weiche durch die beiden 
Punlrte M,(x,j,), M,(x,y,) geht. 

Ant»-. I J I 

i.Jil =0. 

48) Die Gleichungen der drei Seiten des Dreiecks Mj (4, 5). 
Ma(12, 18), M3(20, 3) nach der vor. Formel zu fiuden. 

Antw. 13x — 8y— 12 = 0, x + 8y— 44 = 0, 
15x + 8y — 324 = 0. 
4'J) Die Bedingung anzugeben, welche ausdrückt, dass die drei 
Punkte Mi(Xiyi), Mj(x2y2), Mg(Xgy3) in gerader Linie liegen, 

Anfl. Die Gleichung der Geraden, welche durch die beiden Punkte 
Ms(x3yJ, M,(x,y,) geht, ist nach 47) 

:y i| 

Soll nun M^ auf dieser Geraden liegen, so müssen die Koordi- 
naten XiJi der Gleichung genügen. — Hieraus folgt die j 
Bedingung: 
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= 0. 



.< 



8. a, 13). 

50) Multiplieiert mau die Gleichung der Geraden 

»,i + b,y + c, = (a) 

mit einem beliebigen Faktor k und addiert sie alsdann zu der Gleiclmng 

ax + l,j + c = (ß) 

einer zweiten Geraden, so erhält man die neue Gleichung: 

ax-l-by + c-hkKx + b.y + cO = . . . . (y) 
oder auch (a -|- ka,)x + (b + kb,)y -|- e + ke, =0. 
Dies igt aber wieder die Gleichung einer Geraden. — Diejenigen 
Werte von x und y welche den Gleichungen (a) und (ß) zugleich ge- 
nügen, werden, in (7) eingesetzt, die linke Seite der Gleichung eben- 
falls zu Null machen. ^ Diese Werte von x und y sind aher die Koor- 
dinaten des Durchschnittes der beiden durch (a) und (ß) gegehenen 
Geraden; folglich stellt (y) die Gleichung einer neuen Geraden vor, 
welche durch den Schnittpunkt der beiden Geraden (cc) und (ß) geht. — 
Es soll hiernach die Gleichung der Geraden gefunden werden, welche 
den Punkt M(4, 6) mit dem Schnittpunkt der beiden Geraden 
3s4-6y — 8 = 
X — 2y + 4 = 
verbindet. 

AwQ. Die Gleichung einer Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden gegebenen Geraden geht, ist; 

3x + 6y-84-k(x — 2y-h4) = (S) 

Soll die Gerade durch M gehen, so niüssen die Koordinaten von M 
dieser Gleichung genügen, — Dies giebt: 

40 — 4k = 
woraus k= 10 folgt. — Setzt man diesen Wert von k in die 
Gleichung (5) ein, so erhält man als Gleichung der gesuchten Geraden : 
13x— 14y + 32 = 0. 

51) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden 

2x+ y — 20 = 

3x — 2y— 2 = 
und: 1) durch den Anfangspunkt geht, 2) parallel zur Absei ssen ach se, 
3) parallel zur Ordinatenachse ist. 

Äntw. 1) 4 X — 3 y = 0, 2) y = 8, 3) x = 6. 



yGoosle 



20 II- Abaclinitt. 

62) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden 

8s — 5y + l = 
geht, und I) parallel, 2) senkreclft- -in der Geraden 

2x-5y + 6 = 
ist. — 

Antw. 1) 2 X — 5 y + 19 == 0, 2) 5 x + 2 y — 25 ^ 0. 

53) Die Gleichungen der Höheuperpendikel des Dreiecks zu (iodeii, 
welches von den drei Geraden 

y+ X— 12 = 
ßy_5x— 28=-0 
2y—9x + 108 = 0, 
gebildet wird. 

Autw. y— X— 2^0, 5y+6s— 72 = 0, 9y+2x— 80=0. 

54) Wie heisst die Gleichung der Geraden, welche den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden 

a X -[- b y -|- c ^0 
a, X + b, y + ci = 
mit dem Punkt M(Xiy^) verbindet? 

Autw I ^""^ + ^y + *^'' (^i'' + ^^y H- °i^ I = 
|(axi + byi + c), (aiSi-(-biyiH-ej)[ 

55) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden 

BjX -|- bjy -|- Cj =0 
a^x-l-bäy + Ca =0 
geht, und 1) parallel, 2) senkrecht zu der Geraden 
a.,x + bsy-f Cg = ist. 
Antw. i)|(-i;= + l^.y + <=.), (a.x + b,y + c,)l 

■{a,x + b,j + c,), Ki + b,y + o,)| 
' l(a,a, +b,b,), (a,a, +b,b,) | "' 

56) Sind ajX + bjy + Cj = 

a,i + b,y + », = 

a.'t + bjj + c, =0 
die Gleichimgeii von drei Geraden, und lassen sicli drei Zahlen k^, kg, kg 
80 bestimmen, dasg 
k,(a,i + b, J + c,) + k,(a,x + b,j + c,) + li,(ajX + b,y + c.) s 
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SO geben die drei Geraden durch eiueii Punkt. — Denn au's der letzten 
Gleichung folgt: 

b.(a,x + b,y + cj = - [k,(a,x + b,y + c,) + b^Ca.x + h,j + c,)]. 
Diejenigen Werte von x und y, welche den beiden Gleichnngeii 
agX + bjy + C3 =: 
aflX -i- Wy + C3 -= 
Zugleich genügen, müssen hiernach auch die linke Seite der Gleichung 
der ersten Geraden ^1 ^ -|- b, y -j- Cj ^^0 

zu Null machen, — 

Die Bedingung, daas die drei Geraden durch einen Punkt gehen, 
liisst sich avich noch anders ausdrücken. — Es muss nämlich in diesem 
Falle Werte von s und y geben, welche allen drei Gleichungen zugleich 
genügen, was nur möglich ist, wenn 



\,^\c., ] = 0. 
h\<^3 i 

57) Nachzuweisen, dass die drei Mittellinien des Dre 
M3(xgyä), MgCsflyg) durch einen Punkt geben. 

Aufl. Die Koordinaten der Mitte zwischen Mg 



Eicks Mi(Xiyi), 



nd M, sind : 



folglich heisst die Gleichung der durch 



M^ gebenden Mittellinie: 



ya+ya 



Xg -|- Xj , 



yi 

ya +y 



Die Gleichung dieser Jlittellinie lässt sieb auch so sehreiben: 

I X y 1 I I X y 1 
Xiy:l| + jx,yil =0. 
1 3:3 Ja 1 j I x, ys 1 
Ebenso findet man als Gleichungen der beiden anderen Mittellinien: 





I J 1 


— 


X.J.l 




x,y, 1 



= 0, 



xy 1 




X J 1 


SiJil 


— 


J^iJs! 


»aJal 




XsJsl 



= 0. 



geben, 



Da diese drei Gteicbtingen zur Summe identisch Null !_ 
gehen die drei Geraden durch einen Punkt. — ■ 
58) Zu beweisen, dass die 3 Höhenperpendilrel eines Dreiecks durch 
einen Punkt gehen. 
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59) Nachzuweisen, dasa die in deu Mitten der Seiten eines Drei- 
ecks zu denselben errichteten Senkrechten durch einen Punkt gehen. — 

60) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche den Schnittpunkt 
der beiden Geraden 

as + by -|- c =0 
a.s + b,y-hCi-0 
mit dem Schnittpunkt der Geraden 

«I +fij +T =0 

«ii + P,y H- Ti = 

verbindet. — 

Antw. Ist ax + by + c H- k{aiX + b^y + cj = die gesuchte 
Gleichung, .so ist k zu bestimmen aus der Gleichung: 
a + kai, b-i-kbj, c + kc^ | 

a , ß , T ,=-0. 

«: , ß. , T. i 

61) Die Gleichungen der Diagonalen des Vierseits zu finden, wel- 
ches von den Geraden x = 0, x — y — 1=^0, x-|-4y^lG = 0, 
X — 6y — ■ 12 == gebildet wird. — 

Antw. 7x— 72y— 72=0, äx--4y— 8 = 0, 31x— 6y + 24=0. 

62) Gegeben die Gleiehnngen der Seiten eines Dreiecks: 

2x_ y4- 4 = 

3x + 4y — 80 = 

y =0 

und der Punkt M(t2, 4). — Vom M wird auf jede Seite des gegebenen 

Dreiecks ein Lot gefällt; man soll die Gleichungen der Geraden finden, 

welche die Fusspunkte der Lote miteinander verbinden. 

Antw. 405y+ 10x^3588 = 0, 12 y + 11 x— 132 ^ 0, 
21v — 53x+ 636 = 0. 



alfori 




■ Gleichung einer Geraden. 



63) Bezeichnet man die Länge 
der vom Anfangspunkt auf die 
Gerade MN, Fig. 5 gefällten 
Senkrechten mit p, und deu 
Winkel, welchen die letztere mit 
der Abscissenaehse bildet mit a, 
dann sind die Koordinaten von 

M { 0, . ) , und die von 
\ sm c / 
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nT^— , üY — Hieraus findet mau als Gleichuug der Geraden MN: 
V eos a / 

s cos cc-\- y sin a — p ^= 0. 
Diese, für die Lösung vieler Aufgaben bequeme Form der Gleichung 
einer Geraden wird die Nornialform derselben genannt. 

Die Gleichung ax + by + c^O hat die Nornialform im allge- 
meinen iiielit. — Man kann aber einen Faktor q so bestimmen, dass 
■diese Gleichung durch Multiplikation mit demselben in die Normalform 
übergeht. Hierzu ist erforderlich, dass qa = eosa, qb ^= sin a wird.- — 
Aus diesen beiden Gleichungen findet man leicht: 
_ 1 

^"/ä^ + b^' 
Die Gleichung ax -|- by -|- c = wird demnach durch Division mit 
"J^ji^-j-b^ auf die Nornialform: 

gebracht. — Es ist hieriu 



- = 



ya' + b' y^a' + b' 

und die Konstante — bedeutet den Abstand der Geraden vom 

"V^a^ + b^ 
Anfangspunkt. — ■ 

üra den Abstand des Punktes Mj(xiyj) von der Geraden 

X cos a + y sin « — p ^= (a) 

zu bestimmen, lege mau durch M eine Parallele zu derselben. Ist d 

der Abstand dieser Geraden von der gegebenen Geraden (a), so hat sie 

vom Anfangspunkt die Entfernung p + d, und folglich ist ihre Gleichung: 

X cos a -]- y siu a — (p + d) = 0. 

Die Bedingung, welche ausdrückt, dass diese Gerade durch M geht, 
heisst; 

Xi cos et + yi sin a — (p + d) = 0, 
woraus folgt: d == Xj cos a + yi sin a — p. 

Dies ist aber zugleich der Abstand des Punktes M von der ge- 
gebenen Geraden, — - Der Ausdruck für d zeigt, dass man zur Be- 
stimmung des gesuchten Abstand es die Koordinaten des gegebenen 
Punktes nur in die Normalform der Gleichung der gegebenen Geraden 
einzusetzen hat. — Der Betrag der linken Seite giebt alsdann den Ab- 
stand. — Wird die linke Seite zu Null, so liegt der Punkt auf der 
Geraden. — 
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64) Wie gross ist der Äbstaüil der Geraden 3x — 4y-(-20^=0 
vom Anfangspunkt? Antw. 4, 

65) Wie gross ist der Abstand der beiden parallelen Geraden 

5x— t2y + 216 = 
5x — 12y— 96 = 
voneinander? Antw. 24. 

66) Den Abstand des Punktes M(12, 18) von der Geradeii 
5 X — 12 y ^ zu bestimmen, Antw. 12. 

67) Wie gross ist der Abstand des Punktes (0, 26) von der Ge- 
raden y=3x — ö? Antw. 24. 

68) Wie gross sind die drei Haben des Dreiecks M^{i, 6), Ma(12, 18), 
M3(24, 10)? Antw. iyid, 2Y26, 4 y^IS. 

69) Ebenso bestimme man die drei Höhen des Dreiecks, welcbes 
von den drei Geraden 7x — ^6y + 34 = 

5x + 3y — 34--0 
2x — 9y — S4 = 
eingeschlossen wird. 

Man findet : | V^, 3 "(^34, ^ ^^85. 

70) Sind M,(xjyi), MjCxjyg), [^^^(xjya) die Koordinaten der Eck- 
punkte eines Dreiecks, so lässt sich der Flächeninhalt desselben auch in 

ider Weise bestimmen. — ■ Die Länge der Seite M„ M„ ist 



^y (xa — Xg)^ -\- (y^ — Ja)^; nm noch die zugehörige Höhe zu finden, 
bildet man die Gleichung der Geraden M^M^, nämlich: 
Ix J 1 
i,.V,l =0. 

Die Koeffizienten von x und y in dieser Gleichung sind: y^ — j^, 
— (Xg — Xg), nnd liieraus ergiebt sicli die Normaiforra der Gleicliuag: 
X j 1 



/(x,-x,)' + (y,-y,)' 

Der Abstand h des dritten Eckpunktes Mj(sjyi) von M^Mg ist: 
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-8), 



MuUipliciert man diesen Äiisdnick mit dem für MgiVIj gefundenen 
Wert lind dividiert durch 2, so findet man fiir die Fläche F des Drei- 
ecks die Formel: 

-■*3y.t 

71) Berechue liieroacli den Inlialt des Dreiecks: Mj( — -6, 
Mg(4, 12), 113(20, —10). Äiitw. 270. 

72) Ebenso den lulialt des Vierecks: Mi(2, 10), Ma(8, i), M3{16, 18), 
Mi(20, 6). Äntw. U2. 

73) Die Gleicliniig der Geraden zn finden, welche durch den Punkt 
Mj(siyi) gebt, nnd parallel der Geraden ist, welche die Punkte Ma(x2ya), 
^^aC'^^ayg) verbindet. — 

Aufl. Ist P(xy) ein beliebiger Punkt der gesuchten Geraden, 
so ist die Fläche des Dreiecks PM3M3 der Fläche des Dreiecks 
M^MgMg gleich. Man hat demnach als Gleichmig der gesuchten 
Geraden: 



X J 1 


x.y.i 


i.y.i 


= !'■)', 1 


s,j,i 


i.)'.i 



oder durch Vereinigung der beiden Determinanten: 

|x — Si, y — Ji, 
i x„ y„ 1 



731 



74) Wie heissen die Gleicbnugeu der Seiten desjenigen Dreiecks, 
dessen Seiten durch je einen der Punkte Mj(^ — 5, 4), M^(6, 12), 
M3(16, — 3) gehen und parallel zu den gegenüberliegenden Seiten des 
Dreiecks M^MaMg sind? 

Äntw. 3 X + 2 y + 7 -= 0, x + 3 y — 42 = 0, 
8x— lly — 161 =0. 

75) Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind: Mi{4, 8), 
Ma{l6, 16), M3(22, 6). Verbindet man den innerhalb dieses Dreiecks 
liegenden Punkt P mit Mj, Mg nnd M^ dnrch gerade Linien, so zer- 
fällt dasselbe in 3 gleich grosse Dreiecke, Welches sind die Koordi- 
naten von P? 

Äntw. (14, 10). 

76) Dieselbe Aufgabe zu lösen, wenn die Koordinaten der Eck- 
punkte des gegebenen Dreiecks sind: Mi{x^yi), ^((^{xgyj), Mg(sgjg). 
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Aufl. Bezeichnet mau die Koordinaten des Punktes P mit x 
und y, so folgt aus der Gleichheit der Dreiecke M^M^P, M^MgP, 
M2M3P: 



{«) 



Aus diesen beiden Gleichungen sind x und y zu bestimmen, ~ 
Vertauscht man in der ersten Gieiclmug die beiden letzten Hori- 
zontalreihen der rechts stehenden Determinante, so geht die Glei- 
chung über in: 



I Jl 


j j 1 




X J 1 




X J 1 


i.yii 


= 'i.)',i 


imd 


i,J,l 


— 


i.y. 1 


^,7,1 


i.j.i 




;i>J>l 




=^,7,1 



X y 1 j X y 

^2 .Ys l ^3 72 



Da beide Determinanten ia der ersten und letzten Horizontal- 
reihe übereinstimmen, so können sie vereinigt werden. — Hier- 
durch entsteht die Gleichung: 



, 1! 



-0. 



^1 + ^3, y, +ys. 2 

Addiert man noch die letzte Horizontal reibe zur zweiten, 
dividiert dann beide Seiten der Gleichung durch 3, so folgt: 



1 + X, + X 



71 + y^ + y« 



In gleicher Weise kann die zweite der Gleichungen (a) auf die 
Form 



xi + X, + X 



71 + y? + y.i 
3 



gebracht werden. — Der Anblick beider Gleichungen zeigt sofort, 
dass denselben die Werte 

_ X1+X3 + X, _ yi + 73 + 73 



i durch Substitution derselben in beiden Determinanten 
zwei gleiche parallele Reihen entstehen. — ■ 



y Google 



Die gerade Linie. 



27 



77) Drei Strecken M^Mg, M^iVI^, MgMg, sind durch die Koordi- 
naten ihrer Endpunkte gegeben, und zwar: Mj(8, 4), M2(2, 6); 
M^(ß, 16), M^Cie, 20); M5(20, 8), M,(12,,4). Es sollen drei inhalts- 
gleiche Dreiecke mit gemeinschaftlieker Spitze bestimmt werden, deren 
Grundlinien die gegebenen Strecken sind. — ■ Welches sind die Koordi- 
naten der gemeinschaftlichen Spitze? 

Autw. 13.JI, 12|f. 

78) Die Fläche des Dreiecks zu bestimmen, welches von den drei 
Geraden 

a.x + b,yH-e, =0 

a,s + b,y4-c, =0 (a) 

as^c+bay + c, =0 
eingeschlossen wird. — 

Aufl. Bezeichnet man in der Determinante dieser Gleichungen 
die Koeftizienten der Elemente mit den entsprechenden grossen 
Buchstaben und denselben Zeigern, so findet man für die Koordi- 
naten der Eckpunkte des Dreiecks die Werte: 

/ A, Bi \ / Ag ii^\ / Ag 'B^\ 
VO, ' C^/' VC,,' C^/' VC/ C3/ 
Setzt man diese Koordinaten in die in 70) entwickelte Forme! 
für die Fläche P, so erhält mau: 



Ai 


B 


c. 


C 


A, 


B 


C, 


C. 


A, 


B 



= 


A,B,C, 
A,B,C, 
A.B.C, 




■0.0,0, 



C3 ' 

Die Zählerdotermiuante ist die adjuugierte der Determinante der 
drei Gleichungen (a) und folglich das Quadrat derselben. — Setzt 
man auch für C^, Cg, C3 ihre Werte ein, so erhält man für die 
gesuchte Fläche folgende Formel: 

a^biCi ^ 



hK% 



I ä^i^i 



II %hä I 



Die Fläche ist Null, wenn die Zählerdeterminante verschwiudet. 
In diesem Falle gehen die drei Geraden durch einen Punkt. — 
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Wird aber eine der Nennerdetermiuantei! 7.n Null, so wird F 
unendlich. In diesem Falle sind zwei der gegebenen Geraden 
parallel, — 

79) Wie gross ist die Fläche des von den drei Geraden 2x — y-\~4=^0, 
x-(-13y -{-110 = 0, llx-f-Sy — 140^=0 eingeschlossenen Dreiecks? 

Äntw. 270, 

80) Bestimme ebenso den Inhalt des, von den Geraden 2x— y^O, 
X — 3j = 0, s + 2y — 40 = gebildeten Dreiecks. 

Antw. 160. 

81) Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind: 

7 X — 4 y ~ 4 = 0, X ~ 10 y + 56 = 0, x H~ y — 32 = 0. 
Verbindet man den innerhalb dieses Dreiecks liegenden Punkt M(16, 12) 
mit den Ecken desselben, so Kerfällt das Dreieck in drei andere Drei- 
ecke, deren Inhalte zu bestimmen sind. 
Antw. GO, 48, 24. 

82) Ein Dreieck ist gegeben durch die Gleichungen seiner tlrei 
Seiten: x cos a^ + y sin cc-; — ■ p^ == 

X cos ttg -|- y sin a^ — Pa = 
X cos «3 -]- y sin »3 — Pa = 0. 
Auf den Seiten liegen bez. die Strecken a, b und c; mau soll die 
Koordinaten desjenigen Punktes P bestimmen, durch dessen Verbindungs- 
geraden mit den Endpunkten der Strecken a, b und c drei gleich grosse 
Dreiecke gebildet weiden. — 

Antw. Man findet für die Koordinaten x' und y' die Werte: 
(api — ^bpä) , (asiiia, — bsinag)! 

(api — cpa) , (asina^ — csina^)] 



(a cos a, 
(acos 
{a cos 



— bcosa^), (a sin o 

— c cos «j), (a sin a 

— b cos «2)1 (api - 

— c-cosa^), (api- 



'.)1 



— c sin «3 ) 

bp,) 

ePa) 



(a cos «1 — b cos Kg), (a sin a.^ — b sin a^) 
(a cos »2 — ■ c-cos Kg), (a sin «^ — c sin 1X3) 
83) Die vorige Aufgabe zu lösen, wenn die Gleichungen der drei 
Seiten des Dreiecks sind: 4x— 3y + 2 = 0, 12 x -|- 5 y — 272 = 0, 
8 X -j- 15 y = 0; die drei auf diesen Geraden liegenden Strecken haben 
bez. die Längen 10, 13, 17. — 

Antw. Die Koordinaten des gesuchten Punktes sind 68^f, /y. 
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84) Die Gleichuug der Halbierungslinie des Winkels dev beiden 
Geraden x cos a -|~ 7 sin et — p =^0 

X cos ß -|- y sin ß — Pi = 
zn finden. 

Aufl. Ist P(x'y') irgend ein Punkt der Halbierungslinie, so sind 
die Abstände dieses Punktes von den beiden gegebenen Geraden 
einander gleicb. — Hiernach bestellt zwiseben x' und y' die 
Gleicbnng : 

x' cos a 4- y' sin a — p = x' cos ß -\- y' sin ß — pj. 
Da diese Gleichuug für jeden Pnnkt der Halbierungslinie gilt, so 
ist sie die gesuchte Gleichung. — Man kann auch statt x' und y' 
wieder x und y schreiben und alles auf die linke Seite bringen, 
wodurch die Gleichung die Form 

X cos a -|- y sin a — p — (x cos ß -|" y sii ß ■ — Pi ) == '^ 
annimmt. 

Man erhält demnach die Gleichung der Halbierungslinie des 
Winkels zweier Geraden einfach durch Subtraktion der Normal- 
formen der GleichuDgen beider Geraden, - — 

85) Was bedeutet die Gleichung, welche man durch Addition der 
beiden Normalgleichungen zweier Geraden erhält? 

86) Nachzuweisen dass die Halbierungslinien der Winkel eines 
Dreiecks sich in einem Punkte treffen. [Anwendung von (56).] 

87) Ebenso zu beweisen, dass die Halbieruugsliuien zweier Äuasen- 
winkel und des dritten inneren Winkels eines Dreiecks durch einen 
Punkt gehen. — 

Linien koordinaten. 

88) Die Gleichung einer Geraden kann nach 42) d. Abschu. auch 
in folgender Form geschrieben werden: 

ux+vj + l=0. 
Bezeichnet man die von der Geraden auf der Abscissenachse bez. 
Ordinatenaehse abgeschnittenen Strecken mit a und b so ist: 

a =^ ^ — , b :^ — — und umgekehrt u = — - , v :^ — ■ 

u V ° a b 

Die Koeffizienten u und v sind demnach die negativen reciproken 
Werte der Strecken, welche die Gerade anf den Koordinatenachsen ab- 
schneidet. Man nennt dieselben die Koordinaten der Geraden, — Um 
anzudeuten, dass eine Gerade P die Koordinateu u und v habe, schreibt 
man: ,,P(u, v)". Zum Unterschiede von den bisher gebrauchten Punkt- 
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koordiiiaten x mid y iiemit man die GrÖssea u und v Liuieukoor- 
clinaten. — ^ 

89) Die Gerade P(|, — -i) zu zeichuen. — Welcbeu Winkel bildet 
dieselbe mit der Absei sseuachse? Antw. 32°0'19". 

90) Den Neigungswinkel tp der Geraden P(i], v) gegen die Abscissen- 

acbse zu finden. Aiitw. ig cp ^ 

91) Die beiden Geraden P(0, J-) und Q( — ■ l, 0) zn zeiclinen, 

92) Die Koordinaten x und j des Durchschnittes der beiden Ge- 
raden Pi(UiY|), FäC^a^a) zu bestimmen. 

Antw. X = ■ , y ^= — — -■ ■ 

«1^2 Vl^Vj ■ Ut¥j UgV, 

93) Den Winkel 9 zu bestimmen, welchen die beiden Geraden 
Pi(u,v,), Pä(«2Vij) miteinander bilden. 



94) Wann sind die beiden Geraden PiCuiV^), PfugV^) a) parallel? 
ß) wann stehen sie senkrecht aufeiuanderV 

Aotw. a) wenn u^v^ — ii|Vj ^ 0, oder ' ^N^O; 

ß) wenn UjUg + v^v^ = 0, oder ^ _^'''^ = 0. 

95) Die Koordinaten der Geraden zu bestimmen, welche durch die 
beiden Punkte Mi{Xjyj), U^(x^y^) geht. — 

Aufl. Die Gleichaug der Geraden heisst: 

s y 1 
x,r,i =0. 

Entwickelt mau diese Deferminante nach den Gliedern der ersten 
Horizontalreihe nnd dividiert durch das Absolnfglied, so erhält niao 
die Gleichung der Geraden in der Form: 
?i — y. „ , ^ — »1 



woraus für die Koordinaten der Geraden folgt 
yi— yj , _ "i — 



■y+i = o, 



xiys — ^Ji ^iJs — ^sy 

96) Die Koordinaten der Seiten des Dreicclis M,(— 4, 2), M,(I4, 12), 
M3{20, — 10) und der Mittellinien dessellien zu finden. 
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Antw. Die Koordinaten der Seiten sind: (.r^, — j'g), (CO, CO)t 
( — yV^, — -ils) für die Mittellinien ergiebt sich: ( — ^Vi — li)' 

( — TB"' Tb)' ( TSTT' ■ ■JsJ- 

97} Die Koordinaten der Geraden za bestimmen, welche durcli den 
Punkt M(xiyi) geht, und parallel zu der Geraden P(uiV,) ist. 

Antw. ( — ■ f , — f — -)■ 

98) Den Abstand des Punktes M{8, 10) von der Geraden P(— i, i> 
zu finden. Antw. 5|-. 

99) Bestimme den Abstand des Punktes M(xiyi) von der Geraden 

liX, + vv, + 1 
P(uv). Antw. y T ■^'^ — - 

100) Wie gross ist der Abstand der Geraden P(nv) vom Änfangs- 

pnnktV Antw. —^. — : ■ 

TAu^ + v^ 

101) Wann gehen die drei Geraden Pi(UiVi), PgCu.v,), Pj^Va) 
durch einen Punkt? 

Antw. Wenn 

102) Es sollen die Koordinaten der Halbierungslinie des Winkels 
der beiden Geraden Pj{uiVi), PaCns^a) bestimmt werden. 



%l^./-v. 


-u,y„,>+T,> 


v.y..>+v. 





103) Die Fläche des Dreiecks zu bestimmen, welches von den drei' 
Geraden PiCuiV^), Pa(asVj), PgCugVg) eingeschlossen wird, 
u^v.l ^ 



104) Betrachtet man in der Gleichung 
ux + yy+l=0 
X und y als Veränderliche, u und v als Konstanten, so bedeutet die- 
Gleichung eine Gerade, deren Koordinaten n und v sind. — Nimmt 
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maii abpr x und y als Konstanten, u und v als Veräuderliclie an, so 
iiisst sicli zu jedem willkürlich gewählten u eiu Wert von v aus der 
obigen Gleichung bestimmen. Solche Werte von u und v welche der 
Gleichung Geniige leisten, kann man als Koordinaten einer Geraden be- 
trachten, deren Gleichung, wenn man unter a und ß die laufenden 
Punkt koordinaten versteht, sein würde: 

i,« + vP + l = 0. 
Da nun dieser Gleichung auch die Koordinaten x und y, an die 
Stelle von a und ß gesetzt, genügen, so gehen alle möglichen Geraden, 
deren Koordinaten u und v die Gleichung 

ux + vy+l = 
befriedigen, durch den Punkt (x, y). — Man nennt deshalb diese Glei- 
chung (wenn x und y Konstanten sind) die Gleichung des Punktes 
(xy). So bestimmt nach dieser Auffassung die Gleichung 

5 u + 6 V + 1 = 0, 
den Punkt M(5, (i). 

Es seien die Gleichungen zweier Punkte 

4u+ 8y+l=0 
12uH-lST-f-l=0 
gegeben. — Welches sind die Koordinaten der diese beiden Punkte ver- 
bindenden Geraden? 

Autw. ij\, —1). 

105) Welches ist die Gleichung des Dnrchschnittspunktes der bei- 
den Geraden PiKvi), Psi^^v^)"^ 

In V i 
Antw. Ui Vj 1 =0. 

Durch Eutwickelnng dieser Determinante erhält man: 

u "[^^^ ^ V __"s-^l^li ^1^0; 

"i ^2 ^ iig Vj Uj Vg — Ug v^ 

Die Koeffizienten von n und v sind alsdann die Koordinaten des 

Durchschnittspuuktes. — 

106) Die Gleichungen von zwei Punkten sind: 

„.+T,. + 1=01 

". + vy, + i = o( '■"> 

Addiert man die zweite Gleichung, nachdem dieselbe mit einem be- 
liebigen Faktor k multipliciert ist, zur ersten Gleichnug, so erhält man 
«I. + »J, + 1 + k(n», + vy, + 1) = . . . (P) 
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Diejenigen Werte von u und v, welclie den Gleichungen (a) zu- 
gleieb genügen, werden auch die linke Seite der Gleichung (ß) zu Null 
machen. — Diese Werte yoii u und v bedeuten aber die Koordinaten 
der Geraden, welche durch die beiden Punkte (x,yj), (xjjs) geht. — 
Da nun (ß) aber die Gleichung eines Punktes M ist, so muss dieser 
Punkt auf der Verbindungslinie der gegebenen Punkte liegen. — Ordnet 
man die Gleichung (ß) nach u und v und dividiert beiderseitig durch 
das Abaolntglied, so heisst die Gleichung des Punktes M: 



"V, i + k ^ ^^v i+k J^ 



und man findet als Koordinaten von M: 

Xi + kxa yi + kya 
l + k ' H- k ' 
woraus sich noch ergiebt, dasa der Faktor k das Verhältnis der Ab- 
stände des Punktes M von den beiden gegebeneu Punkten bedeutet. — 
(Vergl. I, 8.) 

Ist k ^= 1, so erhält man für die Koordinaten des Punktes M die 

Werte: ^~^, ^J-^ ■"'^- - — Die Gleichung des Mittelpunktes zweier 

gegebenen Punkte ergiebt sich also durch einfache Addition der Glei- 
chungen der beiden Punkte. — Ist k=^ — 1, so werden die Koordinaten 
von M unendlich. — Durch Subtraktion der Gleichungen der gegebe- 
nen Punkte erhält man deshalb die Gleichung des unendlich fernen 
Punktes. — 

107) Sind us^ +vyj + 1=0 

u^2 + vja + 1 = 

«x« + ^'y3 +'1 = 
die Gleichungen von drei Punkten, so liegen dieselben in einer Geraden, 
wenn n und v den drei Gleichungen zugleich genügen. Dies ist aber 
nur möglich, wenn: 

ist. — 

108) Die Gleieliurg des Punlites zu lijideM, in welchem die Gerade 
P( — ^L, — Jj) die Verbindungslinie der beiden Punkte 

4u+ 9t+1 = 

20u + 2lv + l=0 

schneidet, Antw. 8u+12v+l=0. 
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109) Wie lieisst die Gleichung des Punktes, in welchem die Gerade 
P(u^v^) die Verbindungslinie der beiden Punkte 

UXi -f vy^ + 1 =0 
UX, + yy, + 1 = 
schneidet? 

Antw. |(„,,+v y, +1), (ui, +7y, + l) 
(«,Xi+T,J, + 1), (n,j,+T,y, + l)| 

Schiefwinklige Koordinatenachsen, 

110) Es soll die Gültigkeit der für rechtwinklige Koordinaten an- 
gegebenen Gesetze (I, 5 und 8) nachgewiesen werden, — 

111) Der Neigungswinkel der Koordinatenachsen sei 9. — Wie 
gross ist die Entfernung des Punktes M(xjyi) vom Anfangspunkt? 

Antw. y^i ^ + Yi ^ + 2xi y^ cos cp. 

112) Wie gross ist die Entfernung der beiden Punkte M^(siyi), 
^at^aya) voneinander? 

Antw. /"xg — Kj^+{ys— yi)' + 2(x2— Si){y2— yi)cos9. 

113) Wie lang sind die Seiten des Dreiecks Mi(4, 6), Ma(10, 18), 
MgCSO, 4) wenn 9 = 60° ist? 

Antw, MjMg := 6 "J/T, M^Mj ^ 2 YW, M1M3 = 2 ^57^ 

114) Die Gleichung der Geraden hat für schiefwinklige Achsen die- 
selbe Form wie früher. — Man kann sie also entweder in der Form 
y=^ax-l-b, oder ax4-hy + c = 0, oder ux -|- vy-f* 1 = be- 
nutzen. — Ebenso sind die Erklärungen für Linienkoordinaten und 
Gleichung eines Punktes für schiefwinklige Achsen gültig, — Die For- 
meln für Längen best tmmungen sind in der Regel verwickelter, als bei 
rechtwinkligen Koordinaten; in den folgenden Aufgaben sind deshalb 
nur Lagenbeziehungen berücksichtigt, für welche die Wahl sehief- 

; von Vorteil ist. — 

Als erstes Beispiel diene die folgende Auf- 
gabe; 

Zu der Seite BC des Dreiecks ABC (Fig. 6) 
ist eine Parallele DE gezogen. Man sucht den 
geometrischen Ort des Schnittpunktes M der bei- 
den Geraden CD und BE. — 
^8- ^- Aufl. Man nehme AB als Abscissenachae, 

AC als Ordinatenachse au. Ist nun AB =^ a, AC =^ b so kann 
man setzen: AD=^k-a, AE == k ■ b, wenn k ein beliebiger Pro- 
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portionalitätsfaktor ist. — Bezeichnet man Hun mit u, fer- 
ner j- mit V, uud folglich: — -r- mit -j-, ■ — -j-r- mit -j-, 

so heissen die GleichuDgeü i^er beiden Geraden BE und CD bez.: 

oder auch: (ux + l)k -j- tj =3 

(vy+l)k + us-0. 
Für die Koordiuateu des Durchschnittspuuktes M beider Geraden 
niössen diese Gleichungen /.usamnien bestehen. — Um dieselben von 
der Lage der zu BC gezogenen Parallelen DE frei zu machen, ist 
k zu eliminieren, wodurch man als Gleichung des gesuchten Ortes 
erhält: 

|(ux+l), vy| ^ 

|(vy 4-1)1 "x| 
Durch Entwickeluug dieser Determinante und Reduktion erhält man : 

UX + vy — 0. 
Der Ort ist demnach eine Gerade, welche durch den Anfangspunkt 
A geht. 

Änm. Es ist noch zu zeigen, dass der bei der Reduktion be- 
seitigte Faktor nicht in Betracht kommt, ferner, dass die gefun- 
dene Gerade eine Mittellinie des Dreiecks ABC ist. — 
115) Durch einen beliebigen Punkt M der Diagonale ÄC des Pa- 
rallelogramms ÄBCD (Fig. 7) zieht man die beiden Geraden EF || AB 
und GH [| BC. — Welches ist die Glei- 
chung des geometrischen Ortes vom 
Punkte P, in welchem sich die Geraden 
EH und FG schneiden? — 

Aufl. Nimmt man AB als Äb- 
scissenachse, AD als Ordinateuachse 
und setzt: AB = a und AD = b, -^ '^ . ^ 

so findet man als Gleichung des "^' '' 

Ortes: bx ^ — ^ ay = 0. 

Diese Gleichung bedeutet eine durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade, vrelche mit der Diagonale AG zusammenfällt. — P Hegt 
also stets auf der Verlängerung von AC. — 
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116) Die Spitze C eines Dreiecks ABC bewegt sich auf der Ge- 
raden m(j' — b) -|- ii3£ = 0. — Den Ort dea Durchschnittes der Mittel- 
linien des Dreiecks ABC zu finden. 

Aufl. Nimmt man AB als Abacisseiiaclise, AC als Ordinaten- 
achse, und ist AB = a, AC = b, so findet man als Gleichung des 
Ortes m(3y — b) + n{3x — a) = 0. 

Der gesuchte Ort ist also eine Gerade. — 

117) Es sei BCDE (Fig. 8) ein beliebiges Viereck. — In Bezug 
auf AB als Abscissenachse , CD als Ordinatenachse (der Anfangspunkt 
A ist hiernach der Schnittpunkt von CD und BE) sei die Gleichung 
der Geraden BC: 

iiix + viy + l=0 . . (a) 
ferner die Gleichung der Geraden DE: 

ii.s + v,y+l = . . (?) 
Es soll hieraus die Gleichung der Ge- 
raden gefunden werden, welche den Durch- 
schnitt 6 der beiden Diagonalen BD und CE 
-^ ' mit dem Schnittpunkt F der beiden Seiten 

^'^' ^' DE und BC verbindet. 

Aufl. Mit Rücksicht auf die Bedeutung von u^, v^ und u^, v^ 
ergiebt sieh leicht die Gleichung der Diagonale BD: 

iii^ + ^ay + i = o (T) 

ebenso die Gleichung von CE: 

ii.x + viy + t = (5) 

Addiert man die Gleichungen (a) und (ß), so folgt: 

(Ui+Ti2)^ + (Vi+v,)y + 2 = 0. 
Dies ist die Gleichung einer Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt von BC und DE geht. — Da nun die Addition von (5) und 
(j) dieselbe Gleichung liefert, so geht diese Gerade auch durch 
den Schnittpunkt von BD und CE: — 

118) Zwei feste Geraden AB und AC werden von zwei anderen 
Geradeu, welche stets durch einen festen Punkt F gehen, in den Punkten 
C, D, B und E geschnitten (vergl. Fig. 8). — ■ Es soll der geometrische 
Ort des Durchschnittspunktes G der Verbindungslinien BD und CE ge- 
fanden werden. — ■ 

Aufl. Es seien AC und AB die Koordinatenachsen; A der An- 
fangspunkt und x^y^ die Koordinaten von F. — ■ Die Gleichung 
der Geraden BF sei: 

..ii + v,J+l=0 
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und die Gleichung von EF: 

n,X + y,y + 1 ^ 0. 
Wie in 117) ergeben sieh hieraus die Gleichungen der beiden 
Geraden BD und CE: 

«ix + v,y + 1 - 
u,x + v,y+l=0. 
Die Koordinaten des Punktes G müssen den letzteren Gleichungen 
und folgheh auch der Diiferenz derselben: 

(u,-u,)x~(v,-Y,)y = (1) 

genügen. — Die beiden Geraden BP und EF gehen durch F, wenn: 

n.ii, +T,J, + 1=0- 
Subtrahiert mau diese beideu Gleichungen voneiuander, so folgt : 

(u,-u,)x, +(v,-y,)y. =0 (2) 

Darch Elimination von u^, Vj, u^, v^ aus (1) und (2) erhält 
man als Gleicbimg des gesuchten Ortes: 

1^ ' ^■^ 1 = oder v = — ^.x 

Xi , Vi Xj 

welche Gleichung eine durch den Anfangspunkt gehende Gerade 
vorstellt. — 

119) Drei Geraden bewegen eich parallel mit sieh selbst so, dass 
zwei ihrer Schnittpunkte zwei feste Geraden durchlaufen. Es soll der 
Ort des dritten Schnittpunktes gefunden werden. 

Antw. Der gesuchte Ort ist eine Gerade, welche durch den 
Schnittpunkt der beiden festen Geraden geht. — 

120) Liegen die Ecken zweier Dreiecke auf drei durch denselben 
Punkt gehenden Geraden, so liegen die Durch schnittspunkte der zwischen 
je zwei dieser Geraden enthaltenen Seitenpaare in gerader Linie. — 

121) Zwei Eckpunkte eines Dreiecks durchlaufen zwei feste Ge- 
raden Gl und G^, und die drei Seiten des Dreiecks drehen sich um 
drei in einer Geraden liegende feste Punkte. — Zu beweisen, dass der 
Ort der dritten Ecke eine durch den Schnittpunkt von Gi und G^ 
gehende Gerade ist. — 

Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung einer Geraden 
oder eines Punktes. 

122) Die linke Seite der Gleichung einer Geraden ax -|- hy + c ^ 
oder ux -|- Ty -|- 1 :^ soll im folgenden durch G, die Gleichung also 
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kurz durch G ^ ausgedrückt werden. — Die Normalform: 

X cos a -|- y siu a — ^ p = 
(leutün wir künftig einfach durch a = an, — Ebeuso ersetzen wir 
die Gleiehnng des Punktes: nXi -\- vyj 4- 1 =^ 
kürzer durch; P=zzO. 

Gesetze und Aufgaben über LagenbezieliuHgen zwischen Geraden 
und Punkten finden in der Geometrie eine zweifache Deutung, weil 
bekanntlich Punkt und Gerade einander reciprok gegenüberstehen. Aus 
einem derartigen Gesetz leitet man das zweite ab, indem man die Aus- 
drücke Punkt und Gerade vertauscht. — Dem Schnittpunkte zweier 
Geraden entspricht die Verbindungslinie zweier Punkte. 

Man pflegt reeiproke Gesetze, Aufgaben und deren Losungen einan- 
der gegenüber zu stellen, z. B, 

Zwei Geraden bestimmen einen Zwei Punkte bestimmen eine Ge- 
Pankt (Schnittpunkt). rade (Verbindungslinie). 

Lagenbeziehungen zwischen Geraden und Punkten lassen sich ana- 
lytisch am einfachsten durch die oben eingeführte abgekürzte Bezeich- 
nung ausdrücken. Sind z.B.: 



G = 0, 
die Gleichungen zweier Geraden, 
dann bedeutet die Gleichung: 

G-l-kGi^O 
die Gleichang einer neuen Geraden, 
welche durch den Schnittpunkt der 
beiden ersten Geraden geht, 
(s. ir, ÖO). 

Folgende Aufgaben stehen einander ebenfalls reciprok ge| 
über: 

123J Die Gleichung der Geraden 
za finden, welche den Punkt M(xiyj) 
mit dem Durchs eh nittspunkt der 
beiden Geraden 

G = 0, H = 
verbindet. 

Aufl. Die Gleichung einer 
Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt der beiden gegebenen Ge- 
raden geht, ist: 

GH-kH^O . . (a) 



P ^ 0, Pi = 
die Gleichungen von zwei Punkten, 
dann bedeutet die Gleichung: 

P -I- kPi -= 
die Gleichung eines neuen Punktes, 
welcher auf der Verbindungslinie 
der beiden ersten Punkte liegt, 
(s. n, 106). 



Die Gleichung des Punktes zu fin- 
den, in welchem die Gerade R(u^Vj) 
die Verbindungslinie der beiden 
Punkte 

P = 0, Q = 
schneidet, 

Aufl. Die Gleichung eines 
Punktes, welcher auf der Verbin- 
dungslinie der beiden gegebenen 
Punkte liegt, ist: 

P + kQ = . . (a) 
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Soll diese Gerade durch M 
gehen, so müssen X| und y^ der 
Gleiehung (a) genügen. Bezeichnet 
man das Resultat der Substitution 
von Xi und yj in G nnd H mit 
Oj und H^, so muss also sein: 

G, + kHi = . . (b) 

Aus dieser Gleichung ist k zu 
bestimmen und in (a) einzusetzen, 
wodurch mau als Gleichung der 
gesuchten Geraden erhält: 

G, , hJ 



Soll dieser Punkt auf R liegen, 
so müssen Uj und v^ der Glei- 
chung (a) genügen. Bezeichnet 
man das Resultat der Substitution 
von Ui und Vj in P und Q mit 
Pj und Qj, so muss also sein: 

Pj + kQi = . . (b) 

Aus dieser Gleichung ist k zu 
bestimmen und in (a) einzus 
wodurch man als Gleichung 
gesuchten Punktes erhält: 



des 



oder auoh; 
(Tergl. 11, 


GH, -G,H = 0. 
60 u. 54). 


oder auch: PQ^ — 
(Vergl 11, 109). 


-P,Q = 0. 


124) Die 
zn finden, 
PnnlEte M, 
Ana. 


Gleichu 
ffelclie 

xy 1 


ng der Geraden 
nrch die beiden 
M,{x,y,) geht. 


Die Gleichung des Punktes zu fin- 
den, in welchem sich die beiden Ge- 
raden Pi{UiVj), Pg(UgVg), schneiden. 
Aufl. u V 1 1 




^iy,i 


= 0. 


U,Vil 


= 0. 


Die K 

raden sind; 


Dordina 


en dieser Ge- 


UsVjll 

Die Koordinaten dieses Punk- 
tes sind: 


y, -Js Xj— '1 


Vi — Vj, Ug Uj 


(.. 11, 96). 


h ' ^ 


iXä— s^ya 


u^Vs; — u^v^ ' V 
(s. II, 105). 


I V^ Ug Vi 



125) Sind 
Gl = 0, G, = 0, Ga = 0, G^ = 
die Gleichungen von vier Geraden, 
so lassen sieh immer 4 Faktoren 
kl, kg, kg, kj, so bestimmen, dass: 
kiGi+k^Gs-fk3G3+k^G^=0 (et) 

Diese Gleichung ist nur möglich, 
wenn die Koeffizienten von x, y 
und das Absolutglied einzeln Null 
sind. 

Zur Bestimmung jener 4 Pak- 
toren hat mau deshalb: 



Sind 
Pj = 0, Pg = 0, P3 ^ 0, P^ = 
die Gleichungen von vier Punkten, 
so lassen sich immer 4 Paktoren 
kl, kg, kg, b^, so bestimmen, dass: 
kiPi-|-kaPa-|-k3P3+k^P^=0 (a) 

Diese Gleichung ist nur möglich, 
wenn die Koeffizienten von u, v 
und das Absolutglied einzeln Null 
sind. 

Zur Bestimmung jener 4 Fak- 
toren hat man deshalb: 
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kjUj + k^Ug -f- kgUg + k^Hi = k,Xi + kijXg + kgX^ + k^x^ = 
K^x + ks ^2 + k^v, + k,v, ^ k,y, + k,y, + k,y, + k,y, - 
1^1 + ka + kg + k, = 0. \ + kj + k, + k^ = 0. 
Aus diesen drei homogeuen Gleichungen lassen sieli die Verhält- 



Setzt man nun; 
tjGi^G', kaGa = G", käGg^G"', 
k4G^=^G"", so heisst die Glei- 
chung (a): 
G'.+ G" + G'" + G"" = (ß) 
während G'=0, G"=0, G"'=0, 
G""=0 wieder die Gleichungen 
der ersten vier Geraden sind. 

Die Gleichung G' + G" = 0, 
welche, wie sich aus (ß) ergiebt, 
auch so geschrieben werden kann: 

-(G"- + a"") = o 

bedeutet eine Gerade, welche durch 
den Schnittpunkt von G' und G", 
und nach der letzten Form ihrer 
Gleichung auch durch den Schnitt- 
punkt von G"' und G"" geht. — ■ 

Ebenso ist 
G'+G"'-^0 oder — {G"-fG"")^0 
die Gleichung der Geraden, welche 
sowohl durch den Schnittpunkt der 
Geraden 

G' = 0, G"' = 
als auch durch den Schnittpunkt 
von 

G" = und G""-=0 
geht, u. s, w. 

126) Die Gleichung der Geraden 
zu finden, welche den Schnittpunkt 
der beiden Geraden: 

3x_-2y— 4 = 
x+ y-8==0 



Setzt man nun: 

k,P,=-F, kaPa^P", kgPg^P"', 

k4P4=^P"", so heisst die Glei- 
chung (cc); 

P' + P" -f P'" + P"" = (ß) 
während P'=0, P"=0, P"'=0, 
P"" =: wieder die Gleichnngen 
der ersten vier Punkte sind. 

Die Gleichung P' + P" = 
welche, wie sich aus (ß) ergiebt, 
auch so geschrieben werden kann: 

-{P™ + P"") = 
bedeutet einen Punkt, welcher auf 
der Verbindungslinie von P' und 
P", und, nach der letzten Form 
seiner Gleichung auch auf der Ver- 
bindungslinie von P'" und P"" 
gellt. — 

Ebenso ist 
P'+P"'=0 oder — (F'+P"")=0 
die Gleichung des Punktes, welcher 
sowohl auf der Verbindungslinie 
der Punkte 

P' = 0, P" = 
als auch auf der Verbindungslinie 

P"==0 und P"" = 
liegt u. s. w. 

Die Gleichung des Punktes^zu 
finden, in welchem die Verbindungs- 
linie der beiden Punkte: 

4n-|- 4v+l = 
16u-f 12v+ 1 = 
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mit dem Schnittpunkt der Geraden; die Verbindungslinie der Punkte: 
X — 2y+ 8 = 8u4-16v+l = 

■2x+ y — 44 = 20u+ 8v4-l = 

verbindet, schneidet. 

Antw. 2x — 3y + 4 = 0. Äntw. 45« + 34v -J- 3 = 0. 

127) Wie heisst die Gleichung des Durchschnittes M der drei 
Mittellinien des Dreiecks ABC, wenn 

P^ = 0, Ps = 0, P3 = 
die Gleichungen der drei Eckpunkte Ä, B und C sind? 

Antw. Sind Äj, Bj, C, die den Ecken A, B und C gegenüber- 
liegenden Mitten der Seiten des Dreiecks, so sind nach 11, 106 
die Gleichungen von Aj, Bj und Cj bez.: 

P, + Pj = 0, P, + P3 = 0, Pj + P, = 0. 
Die Addition der Gleichungen von A und Ä^ giebt: 
Pi +Pa+P3=0; 
dies ist die Gleichung eines Punktes, welcher auf der Verbindungs- 
linie von A und A^ liegt. — Da nan die Addition der Gleichungen 
von B und Bj sowohl, als auch derjenigen von C und Cj dieselbe 
Gleichung liefert, so liegt dieser Punkt auch auf den Geraden 
BB^ und CC,. — Die Gleichung: 

P, + Pa + P3 = 0, 
welche sieh aus der Addition der Gleichungen der 3 gegebenen 
Eckpunkte ergiebt, ist die gesuchte Gleichung des Punktes M, 

Ersetzt man P^, Pg, P3 durch die ausführliche Schreibweise, so 
heisst die Gleichung des Punktes M: 

(»Ji. + vj, + 1) + (UI, + TJ, + 1) + (UI. + VJ, + 1) = 0, 
welche sich leicht auf die Form: 

bringen lässt. — Hieraus erkennt man, dass die Koordinaten von 
M die schon früher gefundenen Werte: 

ÜLii^ajliia yi + y2 + ya 
3 ' 3 

haben, (l, 10). 

128) Sind a = 0, ß = 0, y := die Normalgleichungen der drei 
Seiten eines Dreiecks ABC, so giebt die Addition der Gleichungen von 
AB und BC die Gleichung: 

« + ß = 0. 
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Ebenso ist die Summe der Gleichungen von AB mid AG: 
a + Y = 0, 
und die Summe der Gleichungen von BC und AC giebt: 
ß + Y = 0. 
Addiert man zur ersten dieser Gleichungen die Gleichung von AC, 
zur zweiten die Gleichung von BC und zur dritten die Gleichung von 
AB, so erhält man stets dieselbe Gleichung, nämlich: 
=c+ß + -( = 0. 
Die geometrische Bedeutung dieses Resultats ist anzugeben. 

129) Die Gleichung des Punktes zu finden, welcher auf der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte: 

P = 0, Q -- 
eine solche Lage hat, dass das Verhältnis seiner Abstände von den bei- 
den gegebenen Punkten = k ist. 

Antw. Man findet: P -(- kQ = oder P — kQ -- 0. (s. 11, 106). 
Ist k positiv, so liegt der gesuchte Punkt zwischen F und Q, und 
wenn k negativ ist ausserhalb. Für k = 1 ist der erste Pankt 
die Mitte zwischen P und Q, der zweite liegt in unendlicher Ent- 
fernung. — {s. I, 8). 

130) Den Ort des Punktes M zu finden, bei welchem das Verhältnis 
seiner Abstände von den beiden Geraden 

a = 0, ß = 
gleich k ist. 

Aufi. Bezeichnet man die Koordinaten von M mit x'y' und die 
Resultate der Substitution von x' in a und ß mit et' und ß' so 
ist: (It, 63) 



woraus folgt: 

et' — kß'=:0. 

Dies ist eine Gleichung zwischen x' und y' welche eine Gerade 
bedeutet, die durch den Schnittpunkt von a und ß geht. — Ebenso 
ist a'-|-kß'=^0 die Gleichung einer zweiten durch den Schnitt- 
punkt von a und ß gehenden Geraden, bei welcher das Abstands- 
verhältnis eines jeden Punktes derselben von a und ß ebenfalls 
gleich der Zahl k ist. 

Die Gleichungen des Ortes von M kann man auch wieder so 
schreiben : 

a + kß = 0, a — kß = 0. 
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Ist k^l so halbiert die Oerade a — kß = den Winkel der 
beiden ersten Geraden und die Gerade a-]-kß = halbiert den 
Nebenwinkel. 

Vier auf derselben Geraden lie- 
gende Punkte A, B, M und N, 
deren Gleichungen sind; 

P = 0, Q^O, P-f kQ^O, 
P — kQ = 
heisseu harmonische Punkte. 



13 i) Vier durch denselben Punkt 
S gehende Geraden ÄS, BS, MS, 
NS, deren Gleichungen sind: 

a = 0, ß = 0, a — kß = 0, 

a + kß = 
heissen harmonische Strahleo. 



Punktreiheu und 
132) Sind P = und P^ 



Strahlenhüschel. 

Sind G = und G^ = die 



die Gleichungen zweier Punkte, so Gleichungen zweier Geraden, so ist: 
ist: P + kP, =0 G + kGi=:0 

die Gleichung einer neuen Geraden 
IC, welche durch den Schnittpunkt 
S der beiden Geraden G und Gj 
geht, — Der Faktor k ist gleich 



die Gieichuug eines neuen Punktes 
M, welcher auf der Verbindungs- 
linie der beiden Punkte P und Pj 
liegt. — Der Faktor k ist gleich 
dem Verhältnis der beiden Strecken 
FM und PjM. — Ebenso ist: 
P + k,P, =0 



die Gleichung eines vierten Punk- 
tes N auf derselben Geraden, dessen 
Abstandsverhältnis von P wnä Pj 



wird nun das Doppel Verhältnis der 
vier Punkte P, M, Nj, P^ genannt. 



Wir haben also: 
PM PN 
P^' P^ 
Aus 129, 130 und 131 ergiebt 
Das Doppel Verhältnis von vier 
Larmonischen Punkten ist gleich — 1. 



:k,. 



dem A bs t an ds Verhältnis — eines 

Punktes dieser Geraden von G und 
Gl mnltipliciert mit einem kon- 
stanten Faktor C. Ebenso ist: 

G + kiGi =0 
die Gleichung einer vierten, eben- 
falls durch S gehenden Geraden L, 

deren Äbstandsverhältnis — ;- , in 
s 

Bezug auf G und G, gleich k^C 



das Doppel Verhältnis der vier Ge- 
raden G, K, Kj, Gj genannt. 
Wir haben also: 

— :^ = k:ki. 

sich demnach: 

Das Doppel Verhältnis von vier 
harmonischenStrahlen ist gleich— 1. 
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Liegt M in der Mitte von P 
und Pi, 80 liegt M, iu unendlicher 
Entfernung. 

Betrachten wir nun in der Grlei- 
chung 

P + kPi = 
k als Veränderliche, so entspricht 
jedem Wert von k ein hestimmter 
Punkt der Geraden PP, ; man kann 
also diese Gleichung als die Glei- 
chung einer Punktreihe ansehen, 
deren Träger die durch P und P, 
gehende Gerade ist. 

Zwei Puuktreihen 

P + kPi = 
und 

Q -[- kQ, = 
kann man derartig in Beziehung 
hringen, dass mau diejenigen Punkte 
heider Reihen, welchen derselbe 
Wert von k zukommt, einander 
entsprechen lässt. Man sagt als- 
dann, die Keihen siud projektivisch 
aufeinander bezogen. — 

Ebenso nennt man ei 
einen Strahlenhüschel 6 



Halbiert K den Winkel zwischen 
G und G^, so steht K^ senkrecht 
zu K. 

Betrachten wir nun in der Glei- 
chung 

6 + kGi^O 
k als Veränderliche, so entspricht 
jedem Wert von k eine bestimmte 
Gerade, welche durch S geht; man 
kann also diese Gleichung als die 
Gleichung eines Strahlenhüschels 
ansehen, dessen Mittelpunkt der 
Schnittpunkt S von G und Gj ist. 

Zwei Strahlen büschel 
G + kGi = 
und 

H + kHi=0 
kann man derartig in Beziehung 
bringen, dass man diejenigen Strah- 
len beider Büschel, welchen der- 
selbe Wert von k zukommt, einan- 
der entsprechen lässt. — Man sagt 
alsdann, die Büschel sind projek- 
tivisch aiifeiuander bezogen. — 
Punktreihe P -}- kP^ ==^ projektivisch auf 
kGj^^O bezogen, wenn man diejenigen 



Punkte der Reihe und Strahlen des Büschels, welchen derselbe Wert 
von k zukommt, einander entsprechen lässt. — 



i Punktreihe 

P+kPj =0 
ist projektivisch auf einen Strahlen- 
büschel bezogen, wenn jeder Punkt 
der Reihe auf dem entsprechenden 
Strahl des Büscheis liegt. Denn, 
schreibt man die Gleichung der 
Punktreihe ausführlich: 
uxi + -^-Ji + 1 
+ k(us, -l-vy, + 1) = 
oder 



Ein Strahlenhüschel 
G-[-kGi=0 
ist projektivisch auf eiue Punkt- 
reihe bezogen, wenn jeder Strahl 
des Büschels durch den entsprechen- 
den Punkt der Beihe geht. — 
Denn, schreibt man die Gleichung 
des Büschels ausführlich; 
"iX + ViJ + 1 
+ kKx + v,y-}-l) = 
oder 
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\ 1 + k / 






+ 1 = 



:0 



SO sind die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Reibe: 



so sind die Koordinaten eines be- 
liebigen Strables c 





1 + 


k ' 


1 + k 






1+k ' 1+ 


k 


Verbindet man die Punkte der 


Schneidet man die Strahlen des 


Reihe mit einem beliebigen Punkte 


Jüschels durch eine heliebige Ge- 


S(x'y')* so erbält man als Glei- 


■ade P(u'v'), so erhält man als 


chung des dadnreh entstehenden 


Gleichnng der dadurch entstehen- 


Strahlenbuschels: 


den Punktreihe 
U V 1 
n' v' 1 =0 


X y 1 

x' y' 1 


= 


x,+kx„ yj+ky„ 1+k 




u, +ku„ Y, +kv„ 1 + k 


oder auch; 


oder auch: 




^ J 1 




ly 1 






n V 1 u V 1 






x'y'l 


+ li 


x-J-1 


= 




n'v'l +k u't'1 


= 




».J,l 




x,J,l 








UjVil u^v^l 





^rvorgeht, dass wirklich 
jedem Strahl des Büschels derjenige 
Wert von k zukommt, welcher dem 
auf ihm liegenden Punkt der Reihe 
entspricht. 

Die besondere Lage einer Punktreihe in Bezug auf einen dieser 
Reihe pvojektivisehen Ötrahlenbiiachel, wo jeder Punkt der Reihe auf 
dem ihm entsprechenden Strahl des Büschels liegt, heisst die perspek- 
tivische Lage. ■ — 



woraus hervorgeht, dase wirklich 
jedem Punkt der Reihe derjenige 
Wert von k zukommt, welcher dem 
durch ihn gebenden Strah! des 
Büschels entspricht. 



Wird eine Punktreihe ABCD, 
Fig. 9, mit zwei Punkten S und S' 



Wird ein Strahlenbüschel S(aß, 7?.), 
Fig. 10, von zwei Geraden p und q 




yGoosle 



durch Geraden verbunden, so ent- geschnitten, so entstehen auf den 
etehea zwei Strahleubüschel, welche letzteren zwei Punktreihen, welche 
beide der Punktreihe, folglich auch beide dem Strahlenbüschel , aud 
unter sich projektiviseh sind. — folglich auch unter sich projekti- 
viseb sind. 

Eutsprechende Strahlen <3er bei- Entsprechende Punkte beider 

den Büschel treffen sich in diesem Reihen liegen in diesem Falle auf 
Falle in denselben Punkten der demselben Strahle des Büschels. 
Punktreihe. 

Schneiden sieh entsprechende Liegen entsprechende Punkte 

Strahlen zweier projektiviseh en zweier Punktreihen auf den Strah- 
Strahlenbüschel in Punkten einer len eines Büschels, so sagt man, 
Geraden, so sagt man, die beiden die Punktreihen haben perspekti- 
Büschel sind in perspektivischer vische Lage. 
Lage. 

Vier eutspreeheade Elemente von zwei projekti vischen Gebilden 
haben dasselbe Doppelverhältnis. — Sind z. B. 

P 4. kPi = und Q + kQi ^ 
zwei projekti vische Punktreihen und sind ferner vier Punkte a, b, c, d 
der ersten Reihe gegeben durch; 

P + kiPi=0, P + k^Pi^O, P + k,Pj=:0, P + k^P, =0 
so setze man: P-j-kjPj ^^It, P + k^P, ^ S, dann heissen die Glei- 
chungen der Punkte a und d abgekürzt: 

R = 0, 8 = 0. 
Pur die Gleichungen der Punkte b und c hndet man alsdann: 

^ k, — k, g ^ ^ und B 4- i^' ~ ''^ g ^ 0. 
kä — k^ kg — k^ 

Hieraus ergiebt sich für das Doppel Verhältnis der 4 Punkte a, b, c, d 
ab ac _ k, — ka k^ — k^ 
bd ■ cd ~ k, — k/' ks — k/ 
Die vier entsprechenden Punkte a, ß, fi ^ der zweiten Punktreihe 
haben die Gleichungen: 

Q + kiQ, =0, Q + käQi=0, Q + kgQ, =0, Q-|-k4Qi=0. 
Es ist leicht ersichtlich, dass man genau wie oben findet: 

aß _ a7 kj — kj _ k^ — k^ 

Jh'^~ ^'"■—k^ ' kg— ki ■ 
Gleiches ergiebt sich für zwei projektivische Strahlenbüschel oder 
für Strahlenbüschel und Punktreihe, welche projektiviseh sind. — 
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Sind zwei Gebilde einem dritten projektiviscii , so sind sie auch 
untereinander projekfciviseh. — 

Drei Elementen eines Gebildes lassen sich immer drei beliebige 
Elemente eines anderen Gebildes zuordnen; dann entspricht jedem vierten 
Element des ersten Gebildes ein bestimmtes viertes Element des zweiten. — 

Sind z. B.: 

P = 0, Q = 0, p + 5£y = o 

drei Pnnkte einer Reihe (a), und: 

R = 0, S = 0, R + k'S = 
drei Punkte einer anderen Reihe (ß), so kann man setzen: k' = kl. — 
Dann heisst die Gleichung des dritten Punktes der Reihe (ß): 

R + klS=-0 
oder, wenn man IS mit S' bezeichnet, so heissen die Gleichungen der 
drei Punkte der Reihe (ß) 

R = 0, S' = 0, R + kS' = 0. 
worin nun S' :^= oder IS ^ wieder die Gleichung des Punktes S = 0' 
bedeutet, da der konstante Faktor 1 in dieser Gleichung ohne Eiufluss 
ist, — Dass nun P -|- kQ = und R -(- kS' = projektivische Puukt- 
reihen ergeben ist ersichtlich. — übrigens würde einem vierten Punkte 
der ersten Reihe (a) ein bestimmtes Doppel Verhältnis entsprechen, wel- 
ches dem Doppelverhältnis der entsprechenden Punkte der Reihe (ß) 
gleich sein uiuss; dies ist, wenn drei Pnnkte der letzteren schon ge- 
geben sind, nur noch bei einem vierten Punkte dieser Reihe möglich. 

Wenn deshalb zwei projektiviscbe Punktreihen auf derselben Ge- 
raden liegen, und es fallen drei Paare entsprechender Punkte zusammeUf 
so sind die Reihen kongruent, d, b. es fallen alle übrigen Paare ent- 
sprechender Punkte ebenfalls zusammen. — 

Ebenso kann man beweisen, dass drei Punkteu einer Reihe drei 
beüebige Strahlen eines Büschels zugewiesen werden können. Jedem 
vierten Punkte der Reihe entspricht ein vierter bestimmter Strahl des 
Büschels. — Liegen drei Punkte der Reihe auf den entsprechenden 
Strahlen des Büschels, so liegen alle übrigen Punkte der Reihe auf den. 
ihnen entsprechenden Strahlen, d. h. die beiden Gebilde liegen in diesem 
Falle perspektivisch. — 

Dass der obige Satz ebenso für zwei Strahlenbiisehel nachgewiesen 
werden kann, ist leicht ersichtlich. — ■ Haben deshalb zwei projektiviscbe 
Strahlen büschel mit demselben Mittelpunkt S drei entsprechende Strahlen 
gemeinschaftlich, so fallen auch alle übrigen Paare entsprechender Strah- 
len zusammen, d. h. die beiden Büschel sind kongruent, — Wenn ferner 
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drei Paare entsprechender Strahlen zweier Strahlenbiisehel sich in Punk- 
ten einer Geraden schneiden, so müssen alle übrigen Paare entsprechen- 
der Strahlen in Punkten derselben Geraden zusammentreffen. Die bei- 
den Büschel haben in diesem Falle perspektivische Lage, — 

Zwei projektiv! sehe Gebilde kann man immer als erstes und letztes 
von mehreren Gebilden betrachten, von denen je zwei aufeinander fol- 
gende perspektivische Lage haben. — 



133) Wenn zwei projektiv! sehe 
Punktreihen den Schnittpunkt A 
(Fig. 11) ihrer beiden Träger a 
und a' entsprechend gemein haben, 
so sind die Punktreihen in per- 
spektivischer Lage. 



Wenn zwei projektivische Strah- 
lenbüschel die Verbindungslinie SS' 
ihrer Mittelpunkte S u. S' (Fig. 12) 
entsprechend gemein haben, so sind 
die Strahlenbüschel in perspekti- 
vischer Lage, 





Fig. la. 

Verbindet mau nämlich di"e 
Schnittpunkte B und von zwei 
Paaren entsprechender Strahlen 
durch eine Gerade, so kann man 
die letztere als Träger einer Punkt- 
reihe A, B, betrachten, welche, 
durch beide Strahl enbüschel S und 
S' projiciert wird. Folglieh sind 
die beiden Büschel in perspekti- 
vischer Lage. 

134) Gegeben drei Paare entsprechender Punkte zweier projekti- 
vischen Punktreihen. — Man soll den, einem vierten Punkte der einen 
Reihe entsprechenden Punkt der zweiten Reihe bestimmen. 

Auö. Es seien A and A', B und B', C und C (Fig. 13) drei 
Paare entsprechender Punkte der beiden Reihen a und ß. — Durch 
zwei derselben, z. B. A und A' ziehe man eine Gerade und nehme 
auf dieser zwei Punkte S und S' als Mittelpunkte zweier projekti- 



Zieht man nämlich durch zwei 
Paare entsprechender Punkte B, B' 
und C, C Geraden bis zum Schnitt- 
punkte S, so kann man letzteren 
als Mittelpunkt eines Strahlen- 
büsehels ansehen, von welchem die 
beiden Punktreihen a u. a' Schnitte 
sind. Folglich sind a und a' in 
perspektivischer Lage. 
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ß proji- 
, ebenso 



visclien Strahlenbüschel, welche die Puiiktreihen 

eieren. — Die Strahlen BS und B'S' treffen gicli 

CS und CS' in C". — Die durch 

B"C" gehende Gerade wird von SS' 

in A" getroffen. — Beide Büschel 

projicieren also die Punktreihe Ä"B"C" 

und sind folglieh in perspektivischer 

Lage. — Ist nun D ein vierter Punkt 

der Reihe a, so projiciert man D 

von S aus nach D"; letzteren Punkt 

von S' aus nach D', danu ist D' 

derjenige Punkt der Reihe ß, welcher '^' 

dem Punkte D entspricht. — 

135) Gegeben drei Paare entsprechender Strahlen zweier projekti 
viseheu Büschel. — Man soll den einem vierten Strahle des eine' 
Büschels entsprechenden Strahl des zweiten Büschels bestimmen. 
136) Zwei projekti vi sehe Punkt- Zwei projekti 




reihen haben denselben Träge. 
Gegeben sind drei Paare ent- 
sprechender Punkte. Zu einem 
vierten Puükt der einen Reihe den 
entsprechenden Punkt der anderen 
Reihe zu finden. 



büschel haben denselben Mittel- 
punkt. Gegeben sind drei Paare 
entsprechender Strahlen. Zu einem 
vierten Strahle des einen Büschels 
den entsprechenden Strahl des an- 
deren Büschels zn finden. 



137) Eine gegebene Punktreihe perspektivisch zu einem der Punkt- 
reihe projektiv! sehen Strahlenbüschel zu legen. 

138) Zwei projekti vis che Büschel in perspektivische Lage zu 
bringen. — 

139) Liegen die Eckpunkte zweier Liegen die Schnittpunkte a, b 

Dreiecke ABC und A'B'C (Fig. 14) und P von je zwei Seiten der 
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auf drei Strahlen eines Büschels, 
so schiieicleii sich die Seitenpaare 
AB, A'B'; AO, Ä'C; BC, B'C 
in drei Punkten einer Geraden. 

Beweis. Die Puuktreihen ÄÜB 
und A'D'B' liegen perspektivisch, 
folglich haben beide den Schuitt- 
pnukt P ihrer Träger entsprechend 
gemeiuscbaftlich. — Beide Reihen 
werden ans den Mittelpunkten C 
bez. C projiciert; die projieieren- 
deii Strahlenbüschel liegen aber 
perspektivisch, weil sie den Strahl 
CC entsprechend gemein haben. 
Folglich schneiden sich die ent- 
sprechenden Strahlen heider Büschel 
in den Punkten a, b, P einer Ge- 
raden. 

Ann:. Die beiden Dreiecke 
drei Strahlen des Büscheh 



Dreiecke ABC und A'B'C auf 
einer Geraden, so treffen sieh die 
Verbindungslinien AA', BB', CC 
der Eckpunkte in demselben 
Pnnbte 8. 

Die Strahlenbüschel C, C welche 
beide die Punktreihe a, b, P pro- 
jieieren, liegen perspektivisch, folg- 
lich haben beide den Strahl CG', 
welcher ihre Mittelpuultte verbin- 
det, entsprechend gemeinschaftlich. 
Beide Büschel werden durch die 
Geraden AB und A'B' in Pnnkt- 
reiheu geschnitten, welche perspek- 
tivisch liegen, weil sie den Punkt 
P entsprechend gemein haben. — 
Folglich treffen die Verbindungs- 
linien AA', BB', CC entsprechen- 
der Punkte in demselben Punkte S 
/usammen. 
ABC nud A'ii'C, deren Ecken auf 
liegen, haben perspektivische Lage. 



Harmonische Eigenschaften des Vierecks bez. Vierseits. 



140) Sind: Gj = 

Gg =0 

Gs=0 
64 = 
die Gleichungen der Seiten eines 
Vierseits (Fig. 15), welche nach 
I, 126 immer der Bedingung 

Gj + G^ + G3 + G4 = 
genügen können, so ist 
G^_^Gä=0 oder — (Gg-j-GJ^O 
die Gleichung der Diagonale PjPa- 
Ebenso ist die Gleichung der Dia- 
gonale P3P4; 
OT,-fGB-=0 oder— (G,+GJ-=0 



Sind: P. =0 

P, = 

P4=0 

die Gleichungen der vier Eckpunkte 
eines Vierecks (Fig. 15), welche nach 
I,-125 immer der Bedingung: 
Pi -h P» + Pb + P4 = <> 
genijgen können, to ist 
Pj+P, = oder — (P3+P,) = 
die Gleichung des Schnittpunktes S. 
Ebenso ist die Gleichung des Punk- 
tes Q: 
P,+P3 = U oder — (P, -^PJ = 
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und die der Diagonale QR: 
6^+63 = oder — (Gi+GJ=0. 
Ferner ist; 

G^ — Gg = 

was man aaeh selireibeii kann: 
G, +Gs — (Gj +G3) = 
die Gleiclning einer Geraden, welche 
durch den Schnittpunkt Q der Ge- 
raden G2 und Gj und anch, wie 
man aus der zweiten Form ihrer 
Gleichung sieht, durch den Schnitt- 
punkt S von PjPj und P3P, geht. 

Die vier Geraden 
Ga =0, 63= 0, Ga — G3 = 0, 
Ga + Ge = 
bilden demnach einen harmonischen 
Strahleubiischel, welcher G^ und G^ 
in den harmonischen Punktreihen 
PgPäüR und PiP^TEi schnei- 
det. — (131). 

Ebenso wird bewiesen, dass 
G,, G^, WR und QR, ferner 
SP3, SPg, SV, SQ je einen har- 
monischen Strahleubiischel bilden. 



und die des Punktes R: 

P^-]-P3 = oder _(P^-^pj=^0. 

Ferner ist: 

P^ — P, = 
Wds man auch schreibeu kann: 
Fl + P3— (Pi -}-Ps)^0 
die Gleichung eines Puoktes V, 
welcher auf der Verbindungslinie 
der Punkte P^ und Pg, und nach 
der letzten Form seiner Gleichung 
auch auf der Verbindungslinie von 
S und R liegt. — 

Die vier Punkte 
P3 =0, Pg = 0, P^ — Pg ^ 0, 
P, -I- P3 = 
sind demnach vier barmonische 
Punkte, dereu Verbindungslinien 
mit R den barmouischen Strahlen- 
büschel RQ, RV, RP2, RP3 bil- 
den. (131). 

Ebenso wird bewiesen, dass 
Pi, P4, W, Q, ferner P,, P^, T, R 
je eine harmonische Punkti-eihe 
bilden. 



Die folgenden Aufgaben können hiernach grajjhisch ohne Hülfe 
des Zirkels, lediglich durch Ziehen gerader Linien gelöst werden, — 

141) Zu drei gegebenen Punkten A, X, B, einer Punktreihe, den 
vierten harmonischen Punkt zu finden. 
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Ö2 II- AliBcbnitt. 

142) Zu drei gegebenen Strahlen eines Büseliels den vierten har- 
monischen Strahl zu finden. 

143) Durch einen gegebenen Punkt M eine Gerade nach dem uu- 
/ugängliehen Schuittpnnlde zweier gegebenen Geraden AB und CD zu 
ziehen. 

144) Auf einer gegebenen Geraden MN den Punkt anzugeben, in 
welchem dieselbe von der Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte 
A und B geschnitten wird, «hne AB selbst zu ziehen. 

146) Durch einen gegebenen Punkt eine Parallele zu zwei gegebe- 
nen Parallelen zu ziehen, 

146) Die letztere Aufgabe zu lösen, wenn der gegebene Punkt 
gleiche Abstände von den gegebenen Parallelen hat. 

147) Eine gegebene Gerade AC ist in B halbiert. — Man soll 
durch einen gegebenen Punkt M eine Parallele zu AC ziehen. 

148) Auf der Geraden u sind die gleichen Strecken AB = BC ge- 
geben. Man soll AB halbieren. — 



Vermischte Aufgaben. 

149) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen die Summe seiner 
Entfernungen von zwei gegebenen festen Geraden konstant ist. 

Antw. Der Oi't ist eine Gerade, welche mit den beiden gegebe- 
nen Geraden ein gleichschenkliges Dreieck bildet. 

150) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen die Summe seiner 
Abstände von beliebig vielen Geraden; «=^0, ß ;^^ 0, . . . . 9 ;^ 0, 
gleich S ist. 

Antw. Die Gleichung des Ortes ist: cc + ß + T + ■■■■? "^ ®- 

151) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen die Summe der 
Abstände von drei Geraden, welche ein gleichseitiges Dreieck ein- 
schliessen, gleich der Hohe dieses Dreiecks ist. — 

Antw. Jeder Punkt der Ebene des Dreiecks genügt der ge- 
gebenen Bedingung. — 

152) Das Verhältnis k der Abschnitte zu finden, in welche die 
Gerade et = die Verbindungslinie der Punkte M,(xiy,), M2(xjy2) teilt, 

Antw. k ==; — - (wenn ctj das Resultat der Snbstitntion von 

'X^y^ in 0. bedeutet etc.). 

153) Die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks A.{sj_ji), BCx^y^), 
C(x3yij) sind gegeben. — Die Gerade a = schneidet die drei Seiten 
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- ! ist. 



AB, AC und BC in den Punkten D, E und F. — Zu beweisen, 
dass : 

AD-BF.CE 
BD-CP-AE 

Aumerkung: Die im Zählet' stellenden Abschnitte haben keinen 
Eüdpnukt genieißscliaftlicb; dasselbe gilt für die im Nenner stehen- 
den Abschnitte. — 

154) Zu beweisen, dass der vorige Sata für ein Polygon gültig ist, 
welches von einer Transversale geschnitten wird. — 

155) Zieht man von den Ecken eines Dreiecks ABC Transversalen 
durch einen Punkt 0, so werden die Seiten AB, AC, BC in den Puukten 
M, N, und P geschnitten, — Zu beweisen, dass: 

AM-BP.CN _ . 
BM-CP-AN ~ 

156) Wird ein beliebiges Viereck durch eine Gerade in zwei andere 
Vierecke verlegt, so geht die Verbindungslinie der Schnittpunkte der 
Diagonalen beider Vierecke durch den Schnittpunkt der Diagonalen des 
ganzen Vierecks. 

Mit Hülfe projekti vis eher Strahl enböschel und Punktreihen zu 



157) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen die Differenz der 
Quadrate seiner Abstände von zvvei gegebenen Punkten A und B gleich 
k^ ist. 

Antw. Ist Ä Anfangspunkt, AB --=^ a diu Abseissenachse, so heisst 

die Gleiehmig des Ortes x = — - -■■ Dieselbe stellt eine zu AB 

senkrechte Gerade dar. 

158) Wie heisst die Polargleichung einer Geraden, welche parallel 
zur Ordinatenachse im Abstand a von derselben liegtV 

Antw. r:= - • (Der Pol liegt im Anfangspunkt, <a wird 

von der XAchse aus gerechnet.) 

159) Die Polargleichung der Geraden y .-= ax -|- b zu bestimmen. 
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in. Abschnitt. 

Der Kreis. 

1) Sii)d a und ß die Koordiaaten des Mittelpunktes, r der Halb- 
messer eines Kreises, so lieisst die Gleicliong desselben: 
(i^a)" + (j-ß)> = r>. 
Hieraus erhält man für a^O, ■ ß^O die Mitte] pmiktsg! ei chmi g : 
x^ + y^-^r'; 
und für a ^ r, ß = die Seheitelgleichung : 
yä^ 2rx^x^ 
•2) Wo sehneidet der Kreis {x— ■ 4)*^ + (y — 6J^ = 100 die Koor- 
dinatenachsen ? 

Antw. Die SchniUpiinkte auf der Abseissenachse liegen in den 
Abständen 12 und — A, die rait der Ordinateuaehse in den Ab- 
ständen 6-|-2y21 und B — 2y"2l vom Anfangspunkt. 

3) Dieselbe Aufgabe für den Kreis (x — 5)^-|-(y — lt))^=169 
zu lösen, — 

Antw. Die Schnittpruikte liegen auf der Ordinatenachse in den 
Entfernungen 4 nnd 28; die Abseissenachse wird nicht geschnitten. — 

4) Ebenso, wenn folgende Kreise gegeben sind: 

a) (x + 4)> + (y ^ 6)' = 25 ; b) (, + 12)> + (y + 8)« = 36. 

Antw, a) Der Kreis schneidet die Ordinatenachse iu den Ab- 
ständeu 2 und 8, und berührt die Abseissenachse im Abstand — 4 
vom Anfangspunkt. — 
b) Der Kreis schneidet die Koordinatenachsen nicht. 

5) Wie weit ist derjenige Punkt des Kreises (y — 6)^+(x — 8)^ 
= 100, dessen Abscisse 10 ist, vom Anfangspunkt entfernt? 

Antw, Es giebt zwei Punkte; dieselben haben vom Anfangs- 
punkt die Entfernungen: 1^8(29 + 6 /6) , 1^8(29 — 6 V&). 

6) Wie heisst die Gleichung des Kreises vom Halbmesser 4, wel- 
cher die Abscisseuachse im Punkte M(10, 0) berührt. 

Antw. (x — 10)^-1- (y — 4)^ = 16. 

7) Die Gleichung des Kreises zu finden, dessen Mittelpunkt die 
Koordinaten (6, 10) hat, und welcher durch den Punkt M(ll, 22) geht. 

Antw. (x — 6}^ + (y ~ 10)^ = 169. 
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8) Die Seheitelgleichung des Kreises zu finden, wslelier dui'cli deu 
Punki, M(9, 12) geht. 

Äntw. y^ = 25x — x^. 
Q) Die Gleiclimig des Kreises zu finden, welcher durch die drei 
Punkte Mi(4, -J), Mä(16, 8), Mg (4, 8) geht. 
Antw. (s ~ 10)^ + (y — b^y= 421.. 

10) Wie heisst die Gleichung des Kreises, welcher durch den Äu- 
faugspunkfc uad die beiden Punkte U^{Q, 18), Ms(12, lö) geht? 

Antw. (x — 6)2 + (y — 8)^ = 100. 

11) Ebenso die Gleichuug des Kreises, welcher darch die Punkte 
M^(4, 7), Mg(16, 13), M^C— 8, 1) geht, zu finden. — 

12) Zwischen zwei auf dem Felde bestimmten Pnnkteu A und ß 
soll ein Kreisbogen (z. B. eine Eisenbahn kurve) abgesteckt werden. Es 
sind gegeben die Sehne AB ^ 1600 m 

(Fig. !6) und die mittlere Höbe CD = 50m. 
— Um eine Reihe von Punkten abstecken 
zu können, soll man die je 100 m von- 
einander entfernten Ordioaten des Kreises 
(wenn AB die Absei sseniiehse, C der An- 
fangspunkt ist) berechnen. 

Antw. Man findet fLir die erste um 100 m von C entfernte 

Ordinate 49,22 m; die folgenden sind: 46,89 ni, 42,99 m, 37,54 m, 

30,52 m, 21,92 m, 11,75 m, 0. — 

13) Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher durch die beiden 
Punkte Ml (4, 4), Mg (20, 8) geht, und dessen Mittelpunkt auf der Ge- 
raden y = 2x — 6 liegt. 

Antw. (x — lOy + (y — 14)« = 136. 

14) Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher durch deu Punkt 
M(13, 7} gebt, dessen Halbmesser 5 ist, und dessen Mittelpunkt auf 
der Geraden y ^ | x -|- 3 liegt. 

Antw. Mau findet zwei Kreise: 

(x-16)'+(,-ll)' = 25 
(i- 8)' + (j- 7)>=26. 

15) Die Gleichung des Kreises vom Halbmesser 6 zu finden, wel- 
cher durch die beiden Punkte Mj(12, 14), M3(18, 8) gebt. 

Antw. Es giebt zwei Kreise, deren Gleichungen sind: 
(K -12)^+ (y - Sy = 36, (x — ISy + (y - 14)^ = 36. 
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16) Die Gleichung des Kreises zu findeu, welcher durch die Punkte 
Mi(3, 9), Mg(24, 12) gebt und dessen Mittelpunkt auf der Abscissen- 
achse liegt. 

Autw. y^ = 30 X — x^ 

17) Entwickelt man die Gleichung des Kreises; 

(i-a)- + (,-ß)- = r« 
SO erhält man: 

xä4-ys-2ax-2ßy+a= + ß^-r^ = . . . (a) 
Diese Gleichung lässt sich in folgender Form schreiben: 

x^-|-yä + ax + by + c = (b) 

in welcher sie als Gleichung zweiten Grades zwischen deu Veränder- 
lichen X und y erscheint, in welcher jedoch das Produkt xy nicht vor- 
komnit. — Die Quadrate von x und y haben beide den Faktor 1 ; sie 
können jedoch auch mit gleichen Faktoren multipliciert vorkommen, 
welche man durch Division mit denselben beseitigen kann. — Ver- 
gleicht man (b) mit (a), so ergeben sich für die Koordinaten des Mittel- 
punktes und den Radius aus (b) die Formeln: 

a = — y, ß = — y, r = | Ya.^ + b^ — 4c. 

18) Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes und ivie gross 
ist der Radius des Kreises: 

4(x^ + y«)-12x+16y-il=0. 

Antw. a^l, ß = — 2, r = 3. 

Anmerkung. Man kann jede GleichuiJg von der Form x^ -j-y^ 
+ ax-j-by-j-c = leicht wieder auf die Form {x~-a)^-j'(y — ß)* 
= r^ zurückführen. — Ist z. B. die Gleichung eines Kreises: 

xs_|_ys_6jj+ 8y — 16 = 
gegeben, so ergänzt man sowohl x^ — 6x, als auch y* + 8y zu 
vollständigen Quadraten. Die letzteren sind: (x — 3)^ and (y + 4)^. 
— Die Quadrate der Zahlen — 3 und 4, welche zu x^ — 6x und 
y^ + 8j dadurch addiert worden sind, füge mau mit dem Minus- 
zeichen wieder hinzu, und vereinige dieselben mit - — 16; dadurch 
erhält man aus der gegebenen Gleichung leicht die folgende: 

{i-3)> + (j + 4)> = 41 
woraus die Koordinaten des Mittelpunktes und der Halbmesser des 
des Kreises unmittelbar entnommen werden können. — 

19) Bestimme die Koordinaten des Mittelpunktes und den Halb- 
messer des Kreises: x^-|-y^ — 6x^0. 

Autw. a = 3, ß = 0, r=3. 
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üer Kreis, 57 

20) Die Koordinaten des Mittelpunktes und den Radius des Kreises 

x^ + y^ + 4x -h 6y-^20 = O 
zu finden. 

21) Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher durch die drei 
Punkte M,(5,y,), M,Ky,), M3(x3y3) geht. 

Aufl. Es sei die gesuchte Gleichung: 

x^ + y^ + ax + by + c = 0. 
Die Bedingungsgleichuogen, welche ausdrüekeu, dass der Kreis 
durch die gegebenen Punkte geht, sind: 

x/ + y/ + ax^ + by^ 4-0 = 
XB' + y2' + ax2 +by3 +e = 

%' + y3' + ^^3+>>y3 + c = 0- 

Die Werte von a, b, c welche sich aus den drei let/.ten Gleichungen 
ergeben, müssen auch der ersten Gleichung geniigen, was nur mög- 
lich ist, wenn: ' x^ + y^ . s , y , 11 
^1^ -|-yj^, Xj, yj, 1 ! 
.X2'^-y2^ Xj, ya, 1. 
jss' + ys', Xb, ys, l| 
Dies ist also die gesuchte Gleichung des Kreises. ■ — Die TJnter- 
d e tennin ante : ^lyi 1 

ist der Koeffizient von s^-j-y^" — Ist diese gleich Null, so geht 
die Gleichung des Kreises in eine Gleichung ersten Grades über, 
und bedeutet alsdann eine Gerade (s. II, 49), 

22) Bestimme nach dem vorigen die Gleichung des Kreises, welcher 
durch die 3 Punkte M,(G, 4), M,(12, 10), M^m, 2) geht. 

Antw. 3x^ -\- 3y^ — 68x — 28y + 364 =- 0, 

Man löse hiernach die Aufgaben 9), 10) und 11) d. Äbschn. 

23) Wann liegen die vier Punkte M^{xjyi), MaCx^y^), M3(xByg), 
^^4(^474) ä'^f einem Kreise? 

24) Wie heisst die Gleichung des Kreises, welcher durch die bei- 
den Paukte M,(xiy,), M3(sayg) geht und dessen Mittelpunkt auf der 
Geraden mx + ny + p = liegt? 

Antw. ' K^ -|- y^ ) X , y 



= 0. 



,Xi''-Hyi% Xj, yi, 

I --2p , m, n , 
Man löse hiernach die Aufgabe 13) d. Absehn. 
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58 ni, Äljschnil.t, 

26) Den Durchscliuitt der Geraden dx — 4y-]-lö = mit dem 
Kreise 

x' + j' — 16x — 20y+ !39 = 



Aatw, Man findet für die Koordinaten der beiden Dnrclisclinitts- 
punkte (4, 7) und (12, 13). 

26) Wo schneidet die Gerade 3x + 4y + 40 = den Kreis 
x» + y^^64? 

Aiitw. Man findet unr einen Punkt ( — 4J, — 6|). — Die 
Gerade ist also eine Tangente. — 

27) Dieselbe Aufgabe wenn die Gleiclmug des Kreises x^-|-y^ 
— 20x — 24y 4- 288 = 0, und die der Geraden 2s + 5y — 20 = ist. 

28) Das Verhältnis k der Abscknitte ku finden, in welche der Kreis: 

xs^ + y5i_l2x— 16y + 76 = 
die Verbindungslinie der beiden Punkte M^(6, 8}, M^llS, 17) teilt, 

Äntw. Für den einen Schnittpunkt ist das Verhältnis der Ab- 
schnitte k = ^, für den anderen k = — J. — 

29) Gegeben die Slittelpunktsgleiehnng eines Kreises: 

s^ + y^^r^ 
Man soll die Gleichung der Taugente aufstellen, welche den Kreis im 
Punkte M(x^yj) berührt. 

Aufl. Ist N(xayg) ein zweiter Punkt des Kreises, so heisst die 
Gleichung der durch M und N gehenden Sekante: 

j-j.=|^^(i-%) w 

Um von der Sekante zur Tangente in M überzugehen, muss man 

N mit M zusammenfallen lassen, also x^ = Xj und y^ = y^ setzen. 

y — y, . 

— Dadurch würde aber der Bruch die Form ■ - auueh- 

Xg — x^ 

meu. — Es ist nun in (a) noch nidit die Bedingung enthalten, 
dass M und N auf dem Kreise liegen. — Diese giebt die Glei- 
chungen : 

Xa ^ + Ja ^ 

Durch Subtraktion findet man hieraus: 

oder 

(x, + I,) (i, - X.) + (j, + y.) (j, - j.) = 
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woraus sich leicht ergiebt: 

^2 — xi ya -I- yi 

Setzt man diesen Wert in (a) ein, so heissfc die Gleichung der 
Sekante: 

und wenn man N^ mit M zusammen falloii lässt, so erhält man 
hieraus als Gleiclmog der Tangeute in M: 

j-j. = - jM^-=.) (!>) 

IVMtipliciert man beiderseitig niity^ und. beachtet, dass x^^ + y^^^r^ 
ist, so erhält man für die Gleielmng der Tangente die einfachere 
Form: 

yjH-xXi=r^ (c) 

30) Zu beweisen, dass die Tangente senkrecht zu dem Halbmesser 
steht, welcher den Berührnngsponkt mit dem Mittelpunkt verbiadet. 

31) Die Gleichung der Tangente für denjenigen Punkt des Kreises 
^s_|_y3_. jQQ 2u finden, dessen Abscisse 6 ist. 

Autw. Es giebt zwei Tangenten, deren Gleichungen sind: 
3x + 4y — 50 = und 3x — 4y — 50 = 0. 

32) Es sollen die Gleichungen der Tangeuten bestimmt werden, 
welche man von dem Punkte M{17, 0) an den Kreis x^ + y^ = 64 
ziehen kann. 

Antw. 8x+15y — 136 = und 8x— 15y — 136 = 0. 

33) Dieselbe Aufgabe zu lösen, wenn x^ + y^ = 100 die Gleichung 
des Kreises ist, und der Punkt M die Koordinaten (16, 12) hat. 

Autw. Die Gleichungen der Tangenten sind: 
s{4 — 3 yj) + y{3 + 4 1^3) = 100 
und x{4 + 3 /3) -I- y(3 — 4 /3) = 100. 

34) Wie heissen die Gleichungen der Tangenten des Kreises 
s*-[~y^^^ 100, welche parallel zu der Geraden y^|x-|- 12 sind? 

Autw. 4x — 3y — 50 = 0, 4x — 3y + 50 = 0. 

35) Wann berührt die Gerade ax -|- by -|- 1 ^ den Kreis 

x^ + y^ = i-^? 

Antw. Wenn: ^_-_i-^_- --^ r ist. (s. II, 63). 
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36) Ebenso die Bedingung anzugeben, welcber die Koeffizienten 
a, b, c genügen müssen, wenn die Gerade ax + by -|- c :^^ den Kreis, 
(x ™ a)^ H- (y — ß)^ = r^ berüliren soll. 

Antw. Es muss sein: _ - = r. 

/a^ + b^ 

37) Mit Hülfe des vorigen Eesultats die Gleichungen der Tangen- 
ten zu finden, welche man vom Anfangspunkt an den Kreis (x — 9)* 
-'riy- — 13)^ = 25 ziehen kann. 

Antw. 3x — 4j = und 24x — 7y = 0. 

38) Wie heisst die Gleichnng der Tangente an den Kreis; 

yS -j- y^ + ax -[- by -|- c ^ 
wenn die Koordinaten des Berührungspunktes (Xjyj) sind? 

Antw. (2x, + a) X + (2y, + b) y + ax^ + by, + 2c :- 0. 

39) Die Länge 1 der Tangente zu finden, welche man vom Punkte 
M(Xjyi) an den Kreis (x — a)^H-(y — ß)^ — r^=^0 ziehen kann. 

Antw. l^ = (xi — a)= + (yi — ß)^— r^. — Man erhält also 
das Quadrat der Tangente einfach durch Substitution der Koordi- 
naten des gegebenen Punktes in die Gleiclinng des Kreises. — Ist. 
die letztere in der Porm: 

xä + y^ + ax + by + c = 
gegeben, so ist: 

1« = X, ^ + y, -^ + axj H- by, + c = 0. 

40) Auf der Geraden 4x-|-3y + 2^0 denjenigen Punkt zu be- 
stimmen, von welchem gleichlange Taugenten an die beiden Kreise: 

x«-]-y2„24x—16y+ 183 = 0, und xä-Hy^—8x—20y+ 100 = 
gezogen werden können. — 

Antw. Die Koordinaten des gesuchten Punktes sind: 3^f, — d{^. 
4i) Die Koordinaten desjenigen Punktes zu finden, von welchem 
gleichlauge Tangenten an die drei Kreise 

s:H-y^— 8s~ 8y+ 16^:^0 
xs + y» — 24x — 32y-h 391=0 
xM- y'+16x — lGy+ 92 = 
gezogen werden können. 

Airtw. x=l||, y = 14tf 
42) Den Ort des Punktes M zu finden, von welchem aus gleich- 
lange Tangenten an die beiden Kreise 

x^ + y^ + ax +by +c =0 
x^ + y^^a,x + b.y + e,= 
gezogen werden können. — 
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Aufl. Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes M mit x'y' 
so erhält man als Bedingung dafür, dass die von M an die Kreise 
gezogenen Tangenten gleiche Länge haben, die Gleichung: 

x'^ + y'^ + as' + by' -|- c = ^"^ + j'^ + ^ix' -|- \j' + c^ 
und da x'y' dieser Gieicbnug stets genügen müssen, so ist dieselbe 
die Gleichung des gesuchten Ortes. — Die Gleichung- lässt sieh 
auch so schreiben: 

x'a -j_ y'2 ^ ax- + by' + c - (x'^ +_y'^ + ajx' + b,y' + e,) = 
oder wenn man die Veränderlichen x' und y' wieder mit x und y 
bezeichnet : 
x^ + y^ + ax + by + c ~ {x^ + y^ + a,x + b^y + cj = 0; (a) 

Die Gleichung des gesuchten Ortes ergiebt sich also einfach durch 
die Subtraktion der Gleichungen der gegebenen Kreise. — Die 
Quadrate von x und y fallen weg, also heisst die Gleichung ein- 
facher : 

(a — a,)x + tb-b,)y-f e-c. =0, 
sie stellt mithin eine Gerade vor, welche die Chordale der beiden 
Kreise genannt wird. — Diejenigen Werte von x und y, welche 
den Gleichungen heider Kreise zugleich genügen, müsseu, wie man 
aus der Gleichung (a) leicht erkennt, auch die linke Seite der 
Gleichung der C^ordale z.u Null machen. — Wenn also die beiden 
Kreise sich schneiden, so geht die Chordale durch die beiden 
Schnittpunkte. — Berühren sich die Kreise, so fällt die Chordale 
mit der gemeinschaftlichen Tangente im Berührungspunkte der 
beiden Kreise zusammen. — 

43) Nachzuweisen, dass die Chordale zweier Kreise senkrecht zur 
Ceatrallinie derselben steht. 

44) Zu beweisen, dass die Chordalen von drei Kreisen durch einen 
Punkt gehen. 

Beweis. Ist x^ + y^ -[- ajX -\- b^y -|- Cj ^ die Gleichung des 
ersten der drei Kreise, und bezeichnet mau die linke Seite der 
Gleichung mit K^ ; ebenso die linken Seiten der Gleichungen der 
beiden anderen Kreise mit Kg und Kg , so kann man die Gleichungen 
der Kreise in der abgekürzten Form; 

K, =0, Kg = 0, Kg =:. 
darstellen. Nach 42 sind nun die Gleichungen der drei Chordalen: 
Kl — Ks = 

K^ — Kg = 

K. — K, ^ 0. 
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Weil die Summe dieser drei GleiohuHgen identiscli Null giebt, ao 
gehea die drei Geraden durch einen Punkt. — Derselbe wird das 
ßadikalcentrum der drei Kreise genannt, — Er ist der Mittelpunkt 
desjenigen Kreises, welcher die drei gegebenen Kreise unter rechtem 
Wiukel schneidet. (Orthogen alkreis.) 

45) Die Cliordale zweier gegebenen Kreise durch Konstruktion zu 
finden. 

46) Welches sind die Koordinaten des Radikalcent rums der drei 
Kreise: x^ -|- j^ -]- ajX + f^iy + Cj = 

x^ -|- y^ + agX 4- bäj -f Ca = ' 
=i^ + y^ + f^3'c+ bgy-fcg ^-0? 
Äntw. ! Cg — Cj, b, — b^ j j ai — a^, Cg — c-. 



b, — K ' 



\- 



b, — K 



laj — iig, b^ — hg\ 
47} Das Kadikaicentrum der drei Kreise 

x^ + y^+ 6x + 2j- 4 = 

sä^^yS— 12s+ y— 8 = 

x^ + y'— 4x — 8y— 10 = 

Antw. Die Koordinaten des gesuchten Punktes sind ( — l, — ^). 

48) Macht mau in der Gleichung eines Kreises 

(x — a)^4-(y— ß)^ = r^ 
den Halbmesser r = 0, so erhält man: 

welcher Gleichung nur durch die Werte s^^ a und y = ß genügt wer- 
den kann. Sie stellt also nur einen Punkt (unendlich kleiner Kreis) 
dar. — Hat man nun die Gleichung zweier Kreise 

(i-»)> +Cj-ß)' =r' 
md (i-a,)' + (j — ß,)> = 

von denen der letztere unendlich klein ist, so heisst die Gloichnng der 
Chordale beider: 

2(«, -a)i + 2(S, -P)j + a' + P'-«/-ß/^r' = 0. 

Jede von einem Punkte Q dieser Geraden au den ersten der beiden 
Kreise gezogeneu Tangente ist der Strecke von Q bis zum Punkte 
(«ißi) gleich. 

49) Bestimme die Koordinaten des Radikalcentrums der Kreise 
x^-l-yi^-J-ßx— 12y— 4=r.O; x^H-y^=0; und des Punktes M(16, 2). 
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50) Die Koordinaten des Mittelpnuktes des Kreises zu finden, wel- 
cher durch die drei Punkte Mi(4, 4); M,(12, 16); M3(20, 8) geht. — 

Aul. zur Aufl. — Die Gleichung des Punktes M^ kann in der 
Form der Gleichung eines unendlich kleinen !Kreises mit den Mittel- 
punktskoordinaien (4, 4) geschrieben werden, nämlich: 

tx-4)^ + fy-4)^ = 
oder x^ + y^ — 8 X — 8 y -f. 32 = 0. 

Ehenso stelle man die Gleichungen der unendlich kleinen Kreise 
mit den Mittelpunkten M^ und Mj anf und bestimme nach 46) 
die Koordinaten des Radikalcentrams. — Man findet für dieselben 
die Werte: tl|, 7|. 

Geomotrisehe Örter. 

51) Den Ort des Punktes M zu finden, für welchen die Summe 
der Quadrate seiner Verbindungshnien mit zwei gegebenen festen Punk- 
ten A und B gleich k^ ist. 

Äntw. Ist AB Abscissenachse und die Mitte C von AB der An- 
fangspunkt der Koordinaten, femer AC=:BC = a so findet man 
als Gleichung des Ortes: 

, , , k^— 2a^ 

s- + y = 2 

Dies ist die Mittelpmiktsglcichung eines Kreises, dessen Halb- 

I /k^^:r2l^". ^ 
messer ^ |/ ^- — - ist, 

52) Es sind nPunkte: Mj(x,yJ, M^{%^y^) M„{x„yn) ge- 
geben. Man soll den Ort des Punktes P(xy) so bestimmen, dass die 
Summe der Quadrate seiner Verbind nugsliuien mit Mj, , . . Mn gleich 
k* wird. 

Autw. Die Gleichung des Ortes ist: 

^, ^(x, +x, +----X,,) ^ 2fa+y,+---.y,) 
"^^ n n 

+ (x,^ + x/H Xn^ + yi^ + y/H yu^ — k^):n-0. 

Dieselbe bedeutet einen Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten 

53) Den Ort des Punktes M(xy) zu finden, dessen Verbindungs- 
sfcrecken mit zwei gegebenen festen Pnnkteu A. und B ein bestimmtes 

AM 
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64 III. Abschnitt. 

Aiitw. Man findet als Ort einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf 
AB liegt. — Es ist noch zu zeigen, dass die Schnittpunkte des 
Kreises mit der Geraden AB, und die Punkte A und B, vier har- 
monische Punkte sind. 

64) Es ist ein Punkt P und eine Gerade AB gegeben. — Man soll 
den Ort des Punktes M finden, für welchen das Quadrat der Entfernung 
von P dem Abstand des Punktes M von AB proportioniert ist. 

Aütw. Man findet einen Kreis, dessen Mittelpunkt in der von 
P auf AB gefällten Senkrechten liegt. 

65) Den Ort des Punktes M zu finden, dessen Verbindungslinien 
mit 2 festen Punkten A und B einen gegebenen Winkel (p ein- 
schliessen. — 

Antvp. Nimmt man AB als Abscissenachse, die Mitte als An- 
fangspunkt, und setzt man AB = 2 a, so erhält man als Gleichung 
des Ortes: 

xä _|_ ys — 2 ay cotg tp — a^ ^ 0. 
Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes, und wie gross ist 
der Halbmesser des durch diese Gleichuug bestimmten Kreises? 
56) Eine Gerade von gegebener Länge a (Fig. 17) gleitet mit ihren 
Endpunkten B und C auf den Schenkeln eines 
gegebenen Winkels BAC = 9. — In B und C 
werden Lote zu den Sehenkeln AB und AC ge- 
zogen, welche sich in M treffen. — Man soll den 
Ort des Punktes M bestimmen. 

Äntw. Nimmt man A als Anfangspunkt 
und AC als Alecisseuachse , so findet man ^. ,, 

als Gleichung des Ortes: 

'^ ' ^ sin^ 9 ' 
welches die Mitte Ipuuktsgl eich ung eines Kreises mit dem Halb- 



5T) Den Ort des Durchschnittes der drei Höhen eines Dreiecks zu 
finden, von welchem die Gi-undlinie a und der gegenüberliegende Winkel 
gegeben sind. — 

Antw. Nimmt man a als Abscissenachse, den Endpunkt der- 
selben als Anfangspunkt, so findet man als Gleichuug des Ortes 

x^ + y^ — ax + ay ■ cotg a = 0. 
Dies ist ein Kreis, welclier-^durr.h die Endpunkte von a geht. 
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Der Kreis. 65 

58) Drei dnrcli eineu Punkt A gehende GeradeB sind gegeben. 
Von einem Punkte M(sy) werden Lote auf diese Geraden gefällt. — 
Die Fasspuükte dieser Lote bilden ein Dreieck von konstantem Inhalt. 
— Ea soll der Ort des Punktes M bestimmt werden, — 

Äntw. Ist Ä der Anfangspunkt und eine der gegebenen Ge- 
raden die Abseissenachse, und sind die Winkel, welche die beiden 
anderen Geraden mit der ersten bilden a. und ß, so heisst die 
Gleichung des gesuchten Ortes: 

g_ 2F 

-r r — sin a sia ß sin (a — ß) ' 
worin F den konstanten Inhalt des Dreiecks bedeutet, — Dies ist 
aber die Mittelpuuktsgleichung eines Kreises. — 

Anmerkung, Der Ort des Punktes M ist auch ein Kreis, wenn 
die gegebenen Geraden nicht durch einen Punkt gehen. Man be- 
weise noch den allgemeineren Satz: Wenn die Fusspmikte der 
Lote, welche man vou einem Punkte M auf beliebig viele feste 
Geraden fällt, die Eckpunkte eines Vielecks von konstantem Inhalt 
bilden, so ist der Ort des Punktes M ein Kreis. — 

59) Zu beweisen, dass der~ Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe der Quadrate seiner Abstände von den Seiten eines gleichseitigen 
Dreiecks konstant ist, ein Kreis sein muss. 

60) Den Ort des Punktes M zu finden, für welchen die Summe 
der Quadrate seiner Abstände von den beiden aufeinander senkrechten 
Geraden y — mx = und niyH-x = gleich k^ ist. 

61) Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher durch die Eck- 
punkte des von den drei Geraden: 

3x--2y— 4 = 
X — 4y-j-12=-0 
x+ y — 28 = 
eingeschlosseneu Dreiecks geht, — 

Änh z. Auflösung. — Sind G, =0, G, -= 0, Gg ^ die Glei- 
chungen der drei Geraden, so ist: 

kGjG^+lGiGg -fG^Gg =0 
die Gleichung einer Kurve zweiten Grades, welche durch die drei 
Schnittpunkte der gegebenen Geraden geht, k und 1 sind be- 
liebig hinzugefügte Faktoren, — Soll nun diese Gleichung einen 
Kreis ergeben, so muss (III, 17) der Faktor von x^ gleich dem 
von y^ und der Koeffizient von xy gleich Null sein. — ■ Dies giebt 
zwei Gleichungen zur Bestimmung von k und I, — Auf die an- 
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III. Absclinitt. 

jene Weise findet man für das obige Zahlenbeispiel : 
5 (x'' + yä) — 1 16 X — 76 y 4- 608 = 0. 
Man beweise noch allgemein, dass die Gleichung des einem Dreieck 
urabesch rieben en Kreises ist: 

aßsiuC+ afsiiiB + ß7 sin A ^= 
wenn hierin Ä, B, C die drei Winke! des Dreiecks, und a^O, 
ß =1: 0, Y ;= die Normalgleicbungen der drei Seiten sind. — 
62} Fällt man von einem beliebigen Punkte des Umfanges des 
einem Dreieck um beschriebenen Kreises Lote auf die drei Seiten, go 
liegen die Pusspunkte derselben in einer Geraden. 

Mit Hülfe der in 61J angegebenen Gleichung des Kreises zu be- 



Pol und Polare. 
63) Die Mittelpunktsgleichimg eines Kreises sei: 

x' + y' = r>. 
Mau soll die Gleichung derjenigen Geraden aufstellen, welche durch 
die Berühningspaukte der vom Punkte M(a, b) an den Kreis gezogenen 
Tangenten geht. (Berührungssehne.) 

Äufi. Sind die Koordinaten des Berührungspunktes einer Tan- 
gente x^y;, so heisst nach 29) d. Äbschn. die Gleichung der Tan- 
gente: xx^ + yji — r^^ 0. 

Soli die Tangente darch M gehen, so müssen die Koordinaten von 
M dieser Gleichung genügen. Es ist also: 

axi -|- byj — r^^ 0. 
Da nun zwei Tangenten von M aus möglich sind, so gieht es zwei 
Paare von Werten, welche für x^y^ gesetzt, dieser letzten Gleichung 
genügen müssen. — Folglich heisst die Gleichung der Geraden, 
welche durch beide Berührungspunkte geht; 

ax + by — r^ = 0. 
Die Gleichnng der Geraden, welche vom Mittelpunkt C des Kreises 
nach M gebt, ist: ay — bx ^ 0, 

woraus man sieht , dass die Berührungssehne senkrecht zu dieser 
Geraden steht. — 
Die Berührungssehne schneidet CM im Punkte 



" Va^ + b^ ' a^ + bV 



Bewegt sich M auf der Geraden: 

ma + ub+l=0 (a) 
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Det Kreis. 67 

'(worin a und b die veränderlichen Koordinaten bedeuten), so 
dreht sich die Beriihrungssebne um einen festen Piiükt Q. — 
Wird oämlicb für a ein beätimiuter Wert angenommen, so ergiebt 
sieb aus (aj der zugehörige Wert von b. Hierdnreh ist eiu Punkt 
M der Geraden (a) bestimmt. — Durch Einsetzen dieser Werte 
von a und b in: 

ax + by-rä = (ß) 

erhält man die Gleichung der dem Punlste M entsprechenden Pe- 
ru hrungssehoe. 

Eliminiert man b aus (a) und (ß) so erhält die Gleichung der 
Berühr uugasehue die Form: 

nax — may — y — nir* — 

oder auch a (nx — my) — (y-|-nr*) = (f) 

Jedem beliebig gewählten Werte von a entspricht ein bestimmter 
Punkt der Geraden (a) und aus (y) ergiebt sich die Gleichung der 
zugehörigen Berübrungssehne. Nach 11, 50 geht aber die letztere 
durch den Schnittpunkt Q der beiden Geraden: 

ns — my = und y + nr^^O (8) 

Da diese beiden Geraden unabhängig von a sind, so geben alle 
den Punkten der Geraden (a) entsprechenden Berührungssehnen 
durch Q. 

Die erste der beiden Geraden (5) steht senkrecht zur Geraden (a). 
Der Punkt Q liegt demnach im Mittelpunkte derjenigen Berübrungs- 
sehne, welche parallel zur Geraden (a) ist. 

Der Punkt Q beisst der Pol der Geraden (a) in Bezug auf den 
gegebenen Kreis; umgekehrt nennt man die Gerade (a) die Polare 
des Punktes Q. — 

64) Auf folgendem Wege, weicher noch weitergehende Schluss- 
folgeruugen gestattet, gelangt man zu demselben Resultat. Es seien 
M(xiyj) und N(x2y3) zwei gegebene Puukte. — Um zu ermitteln, nach 
welchem Verhältnis der Umfang des Kreises x*-]-y^ = r^ die Strecke 
MN teilt, nimmt mau auf der letzteren einen beliebigen Punkt P an, 
dessen Koordinaten 

Xj + kxa yi + ky^ 

^T+k"' T+k ' ^'- ^' ^^' 

sein mögen, f k bedeutet hierin das Verhältnis „„ )• Soll nun P anf 

dem Kreise Hegen, so müssen seine Koordinaten der Gleichung 

x* + y^ = r' 
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III. Abachnitt. 



lebt die BedinguugagleichTiug : 

■"■A' I ry. +1'?/ 



>^ l + k J ^\ 1+k y 



-r" = 0, 



)■ nach Potenzen von k geordnet: 

■ + J,'- ''+ 2 kfci. +«.-■■') + !'■(«,'' + )','-. ■•) = »■ 
Die Auflösung dieser quatlratischeii Gleichung ergiebt für k zwei 
Werte, d. h. man erhalt im allgemeinen zwei Schult tpunkte. — 
Verschwindet jedoch der Koeffizieot der ersten Potenz von k, so 
wird die Gleichung eine rein quadratische, aus welcher folgt; 



t|/-? 



■+yi_l 



Der Kreis wird also in diesem Falle in zwei Punkten A und B 
geschnitten, welche das gleiche Ätetands Verhältnis in Bezng anf 
die gegebenen Punkte M und N haben. Es sind alsdann A, B, M, N 
vier harmonische Punkte, — Die oben angegebene Bedingung für 
das Eintreten dieses Falles heisst: 

XiSs+y^y, ~rä = (a> 

Nimmt man in dieser Gleichung N als gegeben d. h. x^ und y^. 
als konstaut an, so müssen die Koordinaten des Punktes M der- 
selbeu Genüge leisten, wenn M, N, und die Schnittpunkte von- 
MN mit dem Kreis vier harmonische Punkte bilden sollen. — ■ 
Diese Gleichung bedeutet aber, wenn man Xj und yj als Veränder- 
liche betrachtet, eine Gerade. — Wenn man also durch N alle 
möglichen Strahlen zieht, und auf jedem zu N, und den beiden 
Schnittpunkten des Strahles mit dem Kreise, den vierten harmo- 
nischen Punkt konstruiert, so liegen die letzteren sämtlich auf 
einer Geraden (a), der Polare des Punktes N als Pol. Die Koor- 
dinaten der Geraden (a) erkennt man leicht, wenn man die Glei- 
chung (a) auf die Form bringt: 

Sie haben hiernach die Werte: 

r" r' 

Ebenso kann man x^y^ als veränderlich, Xjj, als konstaut ansehen^ 
dann bedeutet (a) die Gleichung der Polare für den Punkt M als- 
Pol. — Hieraus ergiebt sich der wichtige Satz: 

Liegt M auf der Polare von N, so geht die Polare von M durch- 
N; oder: 
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Dei.' Kreif*. 69 

Bewegt sich M auf der Polare von N", "so dreht sich die Polare 
von M um N. 

Verbindet maa M mit einem der beiden Schnittpunkte, in wel- 
chem die Polare von M den Kreis trifft, durch die Gerade T, so 
fallen ein Durcliscliiiittspunkt des Strahles T mit dem Kreis und 
der Punkt, in welehem T die Polare von M trifft, zusammen. — 
Polglich musa auch der zweite Schnittpunkt des Strahles T und 
des Kreises mit diesem Punkte zusammenfallen, d. h. T ist eine 
Tangente. — Der Pol einer Tangente ist ihr Berührungspunkt, 
und umgekehrt: die Polare eines Punktes im Umfange des Kreises 
ist die den Kreis in diesem Punkte berührende Tangeute. 

65) Wie heisst die GHeichnug der Polare des Punktes M (8, 12) 
in Bezug auf den Kreis x^H-y^ — 25 = 0? 

Äntw. 8x+ 12y — 2ö = 0. 

66) Welches sind die Koordinaten des Pols der Geraden 4x — 6y 
— 5 = in Bezug auf den Kreis x^ -\- j^ — 10 = 0? 

Antw. 8, — 12. 

67) Die Koordinaten des Pols der Geraden ax -]- by + e in Bezug 
auf den Kreis x^ + y^ — r^=:0 zu finden. 



Autw. 



/ ar* _ br^\ 
V c ' e / 



68) Die Gleichung der Polare des Punktes M (xjy,) in Bezug auf 
■deu Kreis x^ -f- y^ -{* ax -f- by + e ^ zu finden. 

Anlw. (. + 2 X,) X + (b + 2 j,) J + m, + by, + 2 o = 0. 

69) Die Polare eines Punktes F in Bezug auf einen gegebenen 
Kreis K durch Ziehen gerader Linien zu finden. (Ohne Hülfe des Zirkels.) 

Mit Hülfe der harmonischeu Eigenschaften des Vierecks zu finden. 

70) Von einem Punkte P aus Tangenten an einen Kreis K zu 
ziehen. 

71) Durch einen Punkt M auf dem Umfang eines gegebenen Kreises 
■eine Tangente an denselben zu legen. 

72) Es sei ein Kreis K und ein Dreieck ABO gegeben. — ■ Kon- 
stiTiiert man zu den Ecken des Dreiecks als Pole die zugehörigen Po- 
laren, so bilden die letzteren ein neues Dreieck A^B^C^ in welchem Aj^ 
der Pol von BO, B^ der Pol von AC und 0^ der Pol von AB ist. — 
Es soll bewiesen werden, dass die Verbind uugslinieu der Punkte A und 
A^, B und Bj, und C^ sich in demselben Punkte treffen. — 

An!, z. Bew. ■ — Die Koordinaten von A seien x^y^, ebenso die 
der Ecken B(xay2) und C{x3y3). Die Gleichungen der Polaren 
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70 ni. Abschnitt, 

von Ä, B \mä C sind alsdunn: 

xxa+yya— 1-^ = 

XX3 + yjs — r^ = 0. 

Nach II, 54 ist nun die Gleichung der Geraden, welche den Punkt 

A (Xjjj) mit dem Schnittpunkt Ä^ der beiden Geraden: 

^'^2 + jy^ — ^'' = ™d SX3 +yy3 — r=^ = 

verbindet: 1 (x Xg + y y^ — r>), (x x^ + y yg — r^) 1 ^ 

I {xi Xs + yi ys — rO, (si x^ + Ti yg — r*) | 
oder: (xs^ + yy^ — r^) (x^x^ + y^y^ — r^} 

— (xxg -f- yy3 ~ r^ (XiX^ + y^y^ — r^) = 0. 
Bildet man ebenso die Gleichungen der beiden Geraden BB^ und 
C Ci so ergiebt sich leicht der obige Satz. 

73) Zieht man von den Berührungspunkten des einem Dreieck 
eingeschriebenen Kreises mit den Seiten gerade Linien nach den gegen- 
überliegenden Ecken des Dreiecks, so schneiden dieselben sich in einem. 
Punkte. 

Beweis leicht mit Hülfe von 72. — 

74) Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung; 

x' + y' + .x + bj + » = 
mit IC, so kann man die Gleichung eines Kreises dui-ch die abgekürzte 
Form: K ^ darstellen. — Sind nun K = und K^ = zwei Kreise, 
so ist: K-Ki=0 

nach (42 d. Absehn.) die Gleichung ihrer Chordale, ^ — Dagegen ergiebt 
die Addition der Gleiehungeu, nämlich: 

K + Kl = oder auch K + 1 - K^ = 
wieder die Gleichung eines neuen Kreises, welcher durch die Schnitt- 
punkte der Kreise K = 0, K^ — geht. — Man beweise nun allgemein, 
dass die drei Kreise: 

■K=-0, Ki=0, K + lKi=0 
eine gemeinschaftliche Chordale haben, auch wenn sie sich nicht 
schneiden, 

75) Zu beweisen, dass die Chordale zweier Kreise, in deren (jlei- 
chungeu das Äbsolutglied dasselbe ist, durch den Anfangspunkt geht. 

76) Die Chordale der beiden Kreise: 

x^ + y^-i^ax+p«^0 

x^ + y^-2bx + p^ = 
ist die Ordiuatenaehse. — Die Subtraktion dieser Gleichungen ergiebt 
nämlich als Gleichung ihrer Chordale: x = 0. 
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Wenn demnach in der Gleichung: 

fe veränderhch ist, so entspriclit jedem willliörlich gewählten Wert von 
k ein bestimmter Kreis. — Alle diese Kreise haben dieselbe Chordale, 
welche mit der Ordinatenachse zusammenfällt. — Schneiden sich zwei 
dieser Kreise, so gehen auch alle übrigen durch die beiden Schuitt- 
punkte. — 

77) Wenn beliebig viele Kreise durch zwei feste Punkte gehec, so 
schneiden die Polaren eines gegebenen Panttes M(s:jyi) in Bezug auf 
alle diese Kreise sich in einem Punkte. — 

Beweis: Ist x^-]-y^ — 2kx-|-p^ = 
die Gleichung eines der Kreise, so heisst die Gleichung der Polare 
von M in Bezug auf diesen Kreis: 

Diese Gerade geht aber, welchen Wert k auch haben mag, i5urch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden; 

X -f X, =0. 

Der Satz gilt auch wenn die gegebenen Kreise sich nicht in zwei 
festen Punkten schneiden, sondern eine gemeinschaftliche Chordale 
haben. 

78) Welches sind die Koordinaten des Schnittpunktes aller Polaren 
des Punktes M (8, 12) in Bezug auf die Kreise, welche die Ordinaten- 
achse in den Abständen -j- 4 und — i vom Anfangspunkt sehneiden? 

Antw. — 8, 4- 6|. 

79) Ist wieder x^ -f y^ — 2 kx + p'' = (k als veränderlich be- 
trachtet) die Gleichung einer Schar von Kreisen, welche eine gemein- 
schaftliche Chordale haben, so giebt es zwei Punkte M und N, deren 
Polaren in Bezug auf sämtliche Kreise unveränderlich sind. — Dieser 
Fall tritt ein, wenn die beiden in 77) gefundenea Gleichungen: 

xxj + yyi + p^ = 

X + X, ==0 

zwei zusammenfallende Geraden bedeuten, welches alsdann die Polare 

des Punktes M (Siyi) ist. — Nun enthält die zweite Gleichung kein y; 

folglich können beide Gleichungen nur identisch sein, wenn; 

Vj = und Xi = -P-- ist. 

Die Koordinatüu von M sind in diesem Falle: 
X, =±p. y, =0. 
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III. Älisclmitt. 



nämlich : M (p, 0) und 
Q Bezug auf jeden der 



Man findet also zwei Punkte M und N, 
N(— p, 0). ~ Die Polare dea Punktes M 
Kreise geht durch N, und umgekehrt. — 

Die beiden Punkte M und N (Fig. 18) nennt man wohl die Grenz- 
punkte des gegebenen KreiRsystenia. Sie lassen sieh leicht konstruieren. 




Bringt man nämlich die Gleichung x^ -|- y^ — 2 kx + P^ ^ auf die 
Form: (x — k)^ -|-y2 = k^ — p^ 

so erkennt man leicht, dass k die Abscisse des Mittelpunktes nnd 
]ia__p2_.j,2 ^^g Quadrat des Halbmessers, also ancli p* ^ k^ — r^ 
ist. — Zieht man deshalb an einen der Kreise des Systems vom An- 
fangspunkt Ä die Tangente AB, so ist AB=k^ — r^=^p^ — Man 
zeichnet also mit dem Halbmesser AB um A einen Kreis; derselbe 
schneidet auf der Abscisseuachse die gesuchten Punkte M und N ab. — 
Die Berührungspunkte aller Tangenten, welche von N aus an die Kreise 
der Gleichung x^ -i~ Y^ — 2 kx -|- p* ^ gezogen werden können, liegen 
auf einer zur Centrallinie senkrechten Geraden, welche die Polare des 
Punktes N in Bezug auf sämtliche Kreise ist. — 



Anwendung der Linienkoordinateu auf den Kreis. 
80) Wie heisst die Gleichung eines Kreises in Linieukoordiuaten? 
Antw. Sind a und ^ die Koordinaten des Mittelpunktes C, 
r der Halbmesser, u und v die Koordinaten einer Tangente, so 
heisst die Gleichung der letzteren in der Normalform: 
ax + vy4^ 1 ^Q 
/u^ + v^ 
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Der Abstand dieser Geraden vom Mittelpuukte C soll gleich r sein, 
folglich ist nach (IT, 63) 

ua + vß4-l _ 



oder: ua + vß -|- 1 ^ r "/"u^ + v^ 

Alle Paare von Werteu der Koordiuateü u uud v welche dieser 

Gleichung genügeu, bestimmeu eine Tangente; folglich ist sie die 

Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten. — 

Sind OL und ß ;= 0, so erhält man die Mit telpunktsgl eich un g : 

für a = und ß ^ r oder a = r und ß ^ erhält mau die 
Seheitelgleichungeii : 

2 vr+ l^r^'u^ 

2ar + l=r2yl 

81) Die Koordinaten des Berührungspunktes der Taugeute T(uivJ 
zu finden, wenn die Gleichung des Kreises ist: 

u^ + v^ — -',- = 0. 

Antw. Man findet: — Ujr^, — v,r^ 

82) Die Koordinaten der Tangenten des Kreises u^-|~^^ = ~^ ^u 
finden, welche der Geraden P (u^v,) parallel sind. 

Antw. + ^ -/ — - , -t ~ — ^ ^ ■ — ■ 

83) Die Koordinaten der Tangeuten des Kreises u^-j-v^^gig zu 
finden, welche von dem Punkte M (9, 12) an denselben gezogen werden 
können. — 

— 9 q--- 41/^72 — 4 + 6y2"' 
^^t*- 225 ' 75 

84) Die Koordniitpu 1pi Tiugenten deb Kieises u^-|-v^^=— ^ zu 

finden, welche Ton dem Schnittpaukt dei beiden Geraden GiCuiV^), 
Gg(u2Vg) an denselben gezogen weiden tonnen 

Aufl. Die Kwidiniten einei beliebigen Ueraden G, welche durch 
den Schnittpunkt \ru (t-^ und G ^eht smd: 
11, + ku V, + U 



1+k ' l+k 



(a) 
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Soll diese Gerade den Kreis berühren, so müssen die Koordinaten 
der Gleichung des Kreises genügen. ■ — Es niuss also sein: 

V 1 + k ^ ^ \ 1 -I- 1 / r" 
oder: n, ' + v, > — ', + 2 t (ii,i, + v,v, — -^) 

+ k>(u,^ + v/-i) = . . . (b) 

Aus dieser Gleichung kann man k bestimmen und in (a) einsetzen, 
wodnrch man die gesuchten Koordinaten der beiden Tangenten er- 
halt. — 

Ist nun in (b) der Koeffizient von k = 0, so erhält man eine 
reine quadratische Gleichung, aus welcher folgt: 



Der Kreis wird also iu diesem Falle von zwei Tangenten berührt, 
deren Abstandsv erb ältnis von den beiden Geraden G^ und G^ gleich 
ist. — Hiemach bilden die beiden Taugenten mit G^ und G^ vier 
harmonische Strahlen. — Die oben angegebene Bedingung für das 
Eintreten dieses Falles ist: 

..U, +T,V,--1 = (C) 

Diese Gleichung ist in Bezug auf Uj, v^ sowohl als Uj, v^ vom 
ersten Grade. Nimmt man demnach G2(ugV^) als feste und Gi(uiVj} 
als bewegliche Gerade, so bedeutet (c) einen Punkt, den Pol der 
Geraden Gg. — Die Koordinaten desselben erkennt man leicht, 
wenn man die Gleichung (c) auf die Form: 

»iC-%r') + ', (-T,r') + 1=0 (d) 

bringt. Sie haben hiernach die Werte: x^^ — n^r }2^' — '^ ■"' 
— Von jedem Punkte M der festen Geraden Gj(ujV„) kann man 
zwei Tangenten an den Kreis ziehen, welche mit G und dei von 
M nach dem Pol von Gj gehenden Geraden viei harmoniache 
Strahlen bilden, — Ebenso bedeutet (c) die Gleichung des Poli 
der Geraden Gj (ujv^), wenn man diese als feste, und &2 ^^^ be- 
wegliche Gerade ansieht. — Weil die Vertausehung von Uj und v, 
mit Ug und Vg die Gleichung (c) nicht ändert, so folgt Geht G^ 
durch den Pol von G^, so liegt der Pol von G, auf G^, oder: 
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Dei.' Kreis. 75 

Dreht sich Gj um den Pol von G-^, so bewegt sich der Pol von 
G, auf G,. — 

Vergl. diese Ableitung mit der in 64) angegebenen. Man er- 
kennt aus der Beziehung zwischen den Koordinaten eines gegebe- 
nen Punktes (x^y^) und den Koordinaten (ugVg) seiner Polare die 
Übereinstimmung beider. — 

Sind Gj und Gg {Fig. 19) zwei Geraden, welche mit den von 
ihrem Schnittpunkte P an den Kreis gezogenen Tangenten T^ und T^ 




vier harmonische Strahlen bilden, so ist die Polare von P die Be- 
rührungsaehne S der beiden Tangenten. Dieselbe schneidet G^ in 
Pg und Gg in Pj. — Bewegt sich P auf G^, so dreht sich S um 
Pj. — Da nun die Polare von P durch Pg geht, so liegt P auf 
der Polare von P^. — Die letztere ist also die Gerade P^P. — ■ 
Verbindet man nun Pg mit den Schnittpunkten E und P, so sind 
PjE und PgP Tangenten des Kreises. — Hieraus ergiebt sich leicht 
folgender Satz: Ist ein Viereck ÄBCD einem Kreise umbesch neben, 
so liegen die Berührungspunkte zweier gegenüberliegenden Seiten 
und der Schnittpunkt der beiden anderen Seiten des Vierecks auf 
einer Geraden. — 

Mau beweise auch, dass P^ der Durchschnitt der beiden Diago- 
nalen des Vierecks ist. — 

Zieht man in dem Viereck ADFE die Diagonalen, so schneiden 
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76 



III. Abschnitt, 



sieh dieselben im Punkte M. Projiciei't mau nuu die Pnnktreihe 
S aus den Mittelpunkten E nnd F bez, auf P^F und P^E, so sind 
A und D Projektionen von M, K und J Projektionen von G; 
E und P Projektionen von P^. — Die beiden projektivischen Pankt- 
reiben P^KÄE und PgJDP haben aber den Punkt Pg entsprechend 
gemeinschaftlieh, folgheh schneiden sich die Geraden JK, AD, EF 
iu einem Punkte P. — 

Das Dreieck EPG ist dem Kreise ein beschrieben. EK, AD, FJ 
sind die Tangenten des Kreises in den Eckpunkten des Dreiecks, 
Hieraus folgt der Satz: 

Wenn ein Dreieck einem Kreise einbeschrieben ist, so liegen die 
Punkte, in welchen die Tangenten in den Eckpunkten des Dreiecks 
die bez. gegenüberliegenden Seiten desselben treffen, auf einer 
Geraden. 

85) Drei Punkte A, B, und C eines Kreises und die Tangenten in 
A und B sind gegeben. Man soll die Tangente im Punkte C kon- 
struieren. — 

86) Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher die drei Geraden 
PiK^O, Ps(öaVä), PaKvg) berührt. — 



lämlich die Unterdeter- 



ao geht die Gleichung des Kreises in eine Gleichung ersten Grades 
über, und bedeutet alsdann einen Punkt, — Das Verschwinden 
dieser Unterdetermioante zeigt somit an, dass die drei gegebenen 
Geraden dnrch einen Punkt gehen. — Die Gleichung des Kreises 
an finden, welcher die drei Geraden 

3x+ 4y — 12 = 

8x— 15y-f 24 = 
12 x+ 5 y — 48^0 
"berührt. 



Autw. 






Ist der 


Koeffizient von "(A 




.»,T.l 




!%v.l 






1 1. '. 1 
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Der Kl-cIs. 77 

Antw. 44yuä + T^— 8 u + 28 V — 11 ^ 0; 
Man bestimme aucli die Gleicbimgen der drei übrigen Kreise. — 
87) Wann berühren die vier Geraden PiKv,), PaCu^Vj), PaCngVg), 
P^(u^V4) denselben Kreis? 
Antw. W( 



/V+V^o„ v„ 1 
yV + V^n„ v„ 1 



= ist. 



(a) 



ilAu.^ + v/,"«,, Y,. 1 

88) Es seien: na 4-Yß + 1 — r >^iT^"+7^= | 
nnd ucc, + vßi + 1 — rj Yu^ + v^^ i 
die Gleichungen von zwei Kreisen. ~ Multipliciert man die erst« mit 
r^ und die zweite mit r und subtrahiert alsdann die Gleichungen von- 
einander, so erhält man: 

u{ari — air) + v(ßri — ßir)+r — ri =0 . . . (b) 
Diese Gleichung, welche in Bezug auf n und v vom ersten Grade 
ist, bedeutet einen Punkt A. ■ — ■ Diejenigen Werte von u und v, welche 
den Gleichungen der beiden Kreise zugleich genügen, müssen auch die 
linke Seite der Gleichung (b) zu Null machen. — Der Punkt Ä ist 
deshalb der Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tangenten der beiden 
Kreise, und man nennt ihn den Ähnlichkeitspunkt derselben. — 

Da yu^-|-v^ in den Gleichungen der beiden Kreise mit verschie- 
denen Vorzeichen genommen werden kann, so erhält man noch einen 
zweiten Ähnlichkeitspunkt, dessen Gleichung ist: 

n (otr, + a.r) + v (ßr, + ß,r) + r, + i- = ^ . . . (») 
Man nennt (b) den äusseren und (c) den inneren Ähulichkeits- 
puukt. — 

89) Welches sind die Koordinaten der beiden Ähulichkeitspunkte 
der Kreise: 

^a +yß +l~r y"u^ + v^ = Q 

ua. +vßi +1— ri /u^-j- v^ = 0? 

Antw. Mau findet: 

ar- — a.r ßr, — S.r ... , .. , 

'- — — — jur den äusseren, und 

r — Tj r — r^ 

ar, + a, »■ ßri + ßiC ^.. , . i i i- 1 1 -i 11 
1 — ! — j^ - ' ■ ■ ■ -'—'-- — für den inneren ÄbnJichkeitspunkt. 

r -h ri r + rj 

90) Nachzuweisen, dass die beiden Ähnliclikeitspunkte auf der 
CentraUinie der beiden Kreise liegen. 
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78 III. Abschnitt. 

91) Die beiden Ähuliclikeits punkte und die Mittelpunkte der Kreise 
sind vier harmonisclie Punkte, — 

92) Setzt mau in der Gleichung des Kreises 

ua + TSi + l = t/.» + v' 
die linke Seite ^Q, so kann man die Gleichung in der 
Porm: 

— = y u ^ -4- v^ oder — ^ = u'' + t" 
r r'' 

schreiben. — Die (ileichung eines zweiten Kreises sei: 



dann findet man durch Subtraktion: 

Q' Q, 



-0 



welche in die beiden Gleichungen [- ^ =0 und — ^- ^^ 

" r i\ r ri 

zerfällt. — Es sind die letzteren offenbar wieder die Gleichungen der 

■beiden Äbnlichkeitspunkte. —- 

93) Es .seien 

'^S ^S "^3 

drei Kreise, dann sind die Gleichungen der äusseren Äbnlichkeitspunkte: 

r^ i\ ' Tg r, ' r^ r^ 

und die der inneren: 



Es soll gezeigt werden, dass die drei äusseren Äbnlichkeitspunkte 
in gerader Linie liegen. — Ebenso je zwei innere und ein äusserer 
Ähnlichkeitspunkt. — 

Jede der Geraden, auf welcher drei Ähnliclikeitspunkte liegen, heiast 
eine Ähnlichkeitsachse der drei Kreise. 

94) Ana der Planimetrie ist bekannt, dass jede Gerade, welche die 
Eudpunkte zweier parallelen und gleichgerichteten Radien zweier Kreise 
verbindet, durch den äusseren Ähnlichkeitspunkt der beiden Kreise geht. 
Sind die Radien entgegengesetzt gerichtet, so geht die Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte durch den inneren Ähnlichkeitapunkt. — Der Be- 
rührungspunkt zweier Kreise ist bei äusserer Berührung ein innerer, 
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bei innerer Berührung eiu äusserer Ähnliclikeitspuiikt. — Ein Strahl, 
welcher durch einen Ähnliehkeitspunkt geht, schneidet im allgei 
die Kreise in zwei Paaren ho- 
mologer Punkte. — Zieht man 
durch einen Ähnlichkeitspuukt 
zwei Strahlen, so liegen je zwei 
Paare nicht homologer Punkte 
auf einem Kreise. So sind z. B. 
in den Figuren 20 die Punkte 
abc'd' sowohl als auch a'b'cd 
die Ecken von Kreisvierecken. 
— Berührt ferner ein Kreis zwei 
andere Kreise, so geht die Ver- 
binduugshnie der Berührungs- 
punkte durch einen Ähutich- 
keitspunkt der letzteren. — 

95) Werden zwei Kreise K, und K^ von zwei anderen Kreisen 
Pj und Pg berührt, dann liegt der Ähnlichkeitspunkt des einen Paares 
auf der Ohordale des anderen Paares. 

96) Einen Kreis zu konstruieren, welcher drei gegebene Kreise 
K^, K^ und Kg berührt. (Problem des Äppollonius.) 

Autw. Es sind im allgemeinen acht Kreise möglich. — Die 
Konstraktion des inneren und äusseren Berührungskreises ist aus 
Fig. 21 zu ersehen. Sind nämlich P^ und P^ die gesuchten Kreise, 
so liegt nach 95) der ÄhuHehkeitspunkt A^ von Kj und K^ auf 
der Chordale von P^ und Pg, dasselbe gilt für die Ähnlichkeits- 
pnnkte Äg und Ag von K, und Kg bez. Kj \ind K^ ; folglich ist 
die Ähnlichkeitsachse Ä^AjÄ^ der drei gegebenen Kreise die Chor- 
dale der Kreise P^ und P^. — Ferner gehen die Chordalen von 
K, und Kg, von Kj und K3 und von Kg und Kg durch den Ähn- 
lichkeitspunkt C der Kreise Pj und Pg, somit ist C das Eadikal- 
centrum der gegebenen Kreise K,, K^ und Kg. Nach 94) gehen 
nun die Berührungssehnen a^b^, a^bg, agb, durch den Ähnlichkeits- 
punkt C von P, und Ps- 

Zieht man in a^ und b^ die Tangenten an K^, so müssen die- 
selben in einem Punkte qj auf AgÄ^ zusammentreffen, q^ ist dann 
das Radikalcentrum der drei Kreise Pp K3 und Pg, und zugleich 
der Pol der Berührungssehne a,g\ in Bezug auf den Kreis K3. — 
Folglieh liegt auch der Pol pg von Äg A^ auf a^ bg (s. 6 4 d. Abschn.). — 
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Ebenso liegen die Pole pj nnd p^ der Ähnlichkeitsachae AgÄg, in 
Bezug auf die beiden anderen Kreise E, nnd Kg, anf den Be- 
riihningsselineii a,b,, bez. aob,. — 




Eig. ai. 
Man bestimme also das Eadikalcentrum der drei gegebenen 
Kreise und die Pole p^, p^, p^ der Ähnliehkeitsaciise in Bezug auf 
dieselben. — Verbindet man C mit den drei Polen pj, pg, pj durch 
gerade Linien, so scbneiden diese die drei Kreise K^, K^, Kg 
in den Berührnngspuuliten der gesuchten Kreise, wodurch die letz- 
teren nun vollständig bestimmt sind. — 

Man konstruiere in gleicher Weise die übrigen Berührungskreise. — 
Ändere Lösungen dieser Aufgabe sind in YIII (A, 13 und B, 13) 
angegeben. — 

Anwendung der Polarkoordiuaten. 

97) Wie beisst die Polargleiehung des Kreises vom Halbmesser a, 
wenn der Pol im Mittelpunkt des Kreises liegt? Antw. r ^: a. 

98) Die Polargleichung des Kreises zu finden, wenn der Pol im 
Umfang des Kreises liegt und der feste Schenkel des Winkels cp 1) ein 
Durchmesser, 2) eine Tangente ist. 

Antw. 1) r ^ 2 a cos cp, 2) r ;= 2 a sin 9. 



y Google 



Der Kreis. 81 

99) Die Poiargleicliuiig des Kreises vom Halbmesser a zu finden, 
wenn der Mittelpunkt auf dem festen Schenkel des veränderlichen Win- 
kels tp, in der Entfernung e vom Pol liegt. 

Antw. a^ = 1-^ -|- e^ — 2 er ■ cos cp, 

100) Die Gerade, welche den Mittelpunkt des Kreises vom Halb- 
messer a mit dem Pol verbindet, habe die Länge e, und sie bilde mit 
dem festen Sehenkel des Winkels 9 den gegegebenen Winkel S. — 
Wie heisst die Gleichung des Kreises? 

Autw. a^ ^ r^ + e^ — 2 er cos (fp — S). 
101} Die Gleichung eines Kreises sei a^^=r^4-e^ — 2 er cos 9. 
Die Längen der zu einem gegebenen Winke! 9 gehörigen Leitstrahlen 
zu finden. 

Autw. rj ^= ecos cp -|- Vs.^ — e^sin* 9, 
rg ^ e cos tp — y a^ — e^ain^ cp. 

102) Den Ort der Mitten aller Sehnen zu finden, welche sich in 
einem festen Punkte P iunerhalb oder ausserhalb des Kreises schneiden. 

Antw. Ist e die Entfernung des Punktes P vom Mittelpunkt M 
des Kreises, P der Pol und PM der feste Sehenkel des veränder- 
lichen Winkels 9, so ergiebt sieh als Gleichung des gesuchten Ortes: 

r =: e cos <p , 
derselbe ist ein Kreis, dessen Durehmesser e ist. 

103) Nachzuweisen, dass das Produkt der beiden von einem be- 
liebigen Punkte nach einem Kreise gehenden Leitstrahlen, welche in 
derselben Geraden Hegen, konstant ist. -— (Potenz des Punktes P in 
Bezug auf den Kreis.) Für einen ausserhalb liegenden Punkt ist die 
Potenz desselben dem Quadrat einer von dem Punkt an den Kreis ge- 
zogenen Taugente gleich. 

104) Die Gleichung eines Kreises sei a^ ^ r^ -f- e^ — 2 er ■ cos 9, — 
Vom Pol P wird ein beliebiger Leitstrahl gezogen. Man soll den Ort 
des vierten harmonischen Punktes zu P und den beiden Schnittpunkten 
des Strahls mit dem Kreise bestimmen. 

Antw. Als Gleichung des Ortes findet mau r = Die- 

e cos tp 

selbe bedeutet eine Gerade, welche senkrecht zur festen Achse steht, 
Ihre Entfernung von P ist - ' , und vom Mittelpunkt des 

■1 hat sie den Abstand — ■ — Diese Gerade ist die Polare des 



.Punktes P. (s. 64.) 
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Der Strahl, welcher von P nach dem Mittelpunkt des Kreises 
geht, wird von der Polare des Punktes P, in P' geschnitten. — 
P und P' stehen noch in der Beziehung zu einander, dass das Pro- 
dukt ihrer Entfernungen vom Mittelpunkt des Kreises gleich dem 
Quadrat des Halbmessers ist. — 

lOö) Das Dreieck ABC dreht sieh um die feste Ecke A. — Der 
Punkt B bewegt sich auf der gegebenen Geraden MN. Welches ist der 
Ort des dritten Eckpunktes C, wenn / BAC = a, und das Rechteck 
aus den Seiten AB und AC = k^ gegeben ist. — 

Antw. Ist A der Pol und die Senkrechte von A auf MN der 
feste Schenkel des Teränderlichen Winkels tp, so ergiebt sich als 
Gleichung des gesachten Ortes: 

r 1^^ — cos (Q — a) 

worin c den Abstand des Punktes A von MN bedeutet. Diese 
Gleichung stellt einen Kreis dar. 



IV. Abschnitt. 

Die Kegelschnitte. 
A. Die Ellipse. 
1) Die Ellipse ist der geometrische Ort eines Punktes M, für wel- 
chen die Summe seiner Entfernungen von zwei gegebenen Punkten B 
und C konstant ist. — 
Fig. 22. 

Es sei die durch B 
und C gehende Gerade 
die Abscissenachse , die 
Mitte A zwischen B u. C 
der Anfangspunkt der 
Koordinaten, — Ist nun 
AB = AC = e; ferner 
füreiuen beliebigen Punkt 
M der Ellipse; 

BM + CM=2a, 
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SO erbält man, wenn zur Abkürzung a^ — e^ = l3^ gesetzt wird, als 
Mittelpuuktsgleichiing der EUipse: 

a^y^-]-b^x^=a%^ (a) 

welche sicli auch schreiben lasst: 

{4+^=1, (ß) 

oder auf y reduciert, heisst: 

y = --/ä^— x^ '■'^^ 

Anmerkung, A und B heissen die Brennpunkte der Ellipse; 
e die Excentricität. 

2) Wo schneidet die Ellipse die Koordinatenachsen? 

Antw. Die Abscissenachse wird in den Abständen + a, die Or- 
dinatenachse in den Abständen +b vom Anfangspunkt geschnitten. 
— Die Strecke DE, Fig, 22, ist also gleich 2 a und die Strecke 
FG ::= 2 b. — Erstere heisst die grosse, letztere die kleine Achse 
der Ellipse. 

3) Nachzuweisen daas die Ellipse symmetriscli gegen jede der bei- 
den Achsen liegt, und deshalb jede durch den Mittelpunkt A gehende, 
von der Ellipse begrenzte Gerade in A halbiert wird. — (Durchmesser 
der Ellipse.) 

4) Es soll gezeigt werden, dass von allen Durchmessern der Ellipse 
die grosse Achse DE der grösste, und die kleine Achse FG der kleinste ist. 

Anl, z. Bew. Ist P (x^yj irgend ein Punkt der Ellipse, so ist 

AP> = i." + y,'. 
Da Sj und yj der Gleichung der Ellipse genügen müssen, so ist 
nach Gleichung (y) in 1): 

s_.^(a2-x 2)=.b^~--x ^■ 

folglich : 

AP'-:^s,^ + b^ — -^x,ä 

woraus ersichtlich ist, dass AP >• b. — Ebenso beweise man, dasR 
AP <C a, worans sich die obige Behauptung ergiebt. — 
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5) Die Mittel Punkts glei eil ung der Ellipse enthält nur zwei Kon- 
stanten a uud b. — Weoii deshalb die Achsen der Ellipse mit den 
Koordinatenachsen zusammenfallen sollen, so ist die Ellipse durch zwei 
ihrer Punkte bestimmt. — 

Wie heisst hiernach die Gleichung der Ellipse, welche durch die 
beiden Punkte M^ (9, 8), M^ (12, 6) geht? Wie gross sind a, b und e? 
Aiitw. Die Gleichung der Ellipse ist: 9 y* -f 4 x^ ^ 900; 
a = 15, b = 10, G = 5 Yb. 

6) Wo schneidet die Gerade 3y— 14 x+ 150 = die Ellipse 
9yä_|_4x2=.900? 

Antw. Die Koordinaten der beiden Schnittpunkte sind: 
(12, 6) und (9, —8). 

7) Die Gleichung der Tangeute zu finden, welche die Ellipse im 
Punkte M (xjj-,) berührt. 

Aufl. — Ist m (X2J2) ein zweiter Punkt der Ellipse, so heisst 
die Gleichung der durch M und N gehenden Sekante: 

^-'■ = f^ (--■=■'■ 

Die Bedingnugsgleichnngen , welche ausdrücken, dass M uud N 

auf der Ellipse liegeu, sind: 

a^yi^ + b%^ = a^h2 

a^ys^+ b2x3^ = a b^ 

Aus diesen Gleichungen findet man durch Subtraktion: 

^' (J, + J,) (J, - yi) + b^ (x, + xO (x, - X,) = 0, 

j? 1 1. Ja ^ Yi h* (Xg + X,) 

woraus fo st: -•'^ " — ^) , — ^■ 

» x,-x, a^(y,+y,) 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung der Sekante MN ein, so 
heisst dieselbe: y — y. ^ — ■ ■■ ; — — — ; — ~ (x — x, ). 

'i'(ys + .yi) " 

Die Sekante geht in die Taugente über, wenn- N mit M zu- 
sammenfällt. Setzt man deshalb in der letzten Gleichnng x^ =Xj, 
yg ^Ji so erhält man als Gleichung der Tangente: 

y~-j^=-^('--.) w 

Miiltipli eiert man auf beiden Seiten mit a,^}\ und beachtet, dass 
a^y^^-|- b^x, ^ = a^b^ 
sein muss, so erhält die Gleichung der Tangente die einfachere 
Form: 

a^y,yH-b^x,x-a^b^ = (ß) 
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8) "Wo sehneidet die Taugente im Punkte M (XivO der Ellipse die 
Koordinatenacbsen? 

a^ 1j3 

Antw. In den Abständen — und — vom Anfangspunkt. 

Mit Hülfe jedes dieser Änsdrücke soll die Taugente konstruiert 
werden. — ■ 

9) Unter Normale einer Kurve in einem gegebenen Punkte der- 
selben versteht man diejenige Gerade, welche durch den Punkt geht 
und senkrecht zur Tangente steht. — Wie lieisst die Gleichung der 
Normale der Ellipse im Punkte M{siyi)? 

Antw. y — y, = -^^ (x — sj, 

oder a^VjX — b^s^y — (a^ — b^) x^y, ^ 0. 

10) Welche Strecken schneidet die Normale im Punkte M (x,y,) 
auf den Koordinatenachsen ab? 

Antw. Man findet: ^^ . ■ ^r^ ' 

11) Zu beweisen, dass die Punkte, in welchen die Tangente und 
Normale in M die Abscissenachse schneiden, und die beiden Brennpunkte 
der Ellipse harmonisch sind, — 

12) Unter Länge einer Tangente versteht man die Strecke vom 
Berührungspunkt bis zu ihrem Durchschnitt mit der Abscissenachse, 
Die auf der Abscissenachse liegende Projektion dieser Strecke heisst die 
Subtangente. — Ebenso Normale und Subnormale. ■— Die Längen der 
Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale im Punkte M{xiyi) 
zu bestimmen. 

Aufl. Man findet: 
■)/^(a^ — i'i ^) {a* — e^Xj ^) T/"a*yi^-|- b*Xi^ a^ — x^^^ b^x^ 

13) Den Abstand der Tangente im Punkte M(xjyi) vom Mittel- 
punkt der Ellipse zu bestimmen. — 

a^b^ 



Antw 



y a*yj^-|- b*Xj^ 

li) Wie gross sind Tangente, Normale, Subtangente und Subnor- 

niale für den Endpunkt der Sehne, welche durch einen Brennpunkt 

geht und senkrecht zur Abscissenachse steht? — 

, ^ b^ya"^T^ b".,. „ , „ b^ b^e 
Antw. ■; — ^ya^+e^ ; — ; — ^- 
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15) Zu beweisen, dass das Produkt aus der Normale im Punkte 
M{xiy^) und dem Abstand der Tangeute in M, vom Mittelpunkte der 
Ellipse gleich b'' ist. 

16) Es soll bewiesen werden, dass das Produkt der Lote, welche 
mau von den Brennpunkten einer Ellipse auf irgend eine Tangente 
fällen kann, konstant, und zwar gleich b^ ist. 

17) Die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangenten zu 
finden, welche vom Punkte P (a, ß) an die Ellipse: a^y^ -|- b^x^= a^b^ 
gezogen werden können. 

Antw. Sind x^ und ji_ die gesnchten Koordinaten, so ist: 

_ a^b^a + a^ß Va^ßM' b"a ^ — a^'b ^ 

^^~ a^ß^ + b^a^ ' 



_ _a^b^ß£F_MaV^ ' ß* + b^«^ — a^b^ 
a^ß. + b^o"^ 

18) Verbindet man in Aufg. 17 den Panüt P (a, ß) mit dem Mittel- 
punkte der Ellipse durch eine Gerade, so halbiert dieselbe die Be- 
rührungssehne der beiden Tangenten. 

19) Die Normale im Punkte M treffe die Äbscisaenachse im Punkte N, 
— - Es soll bewiesen werden, dass sich verhält: 




FlB. 23. 

Sind x^y^ die Koordinaten von M so ist: 
BM^ _ y / + (e + x,)^ 
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Aus der Gleichung der Ellipse folgt: yi^ = — ^(a^- — Xj^); 



man 
gehöi 


diesen Wert in die vorige ' 
Mger Reduktion: 


Gleicbung ein, so erhält man nach 


BM^ 


: .• + 2ex, + »';.' 


oder wenn mau beiderseitig die 


CM^ 


»'"2 -. + '5' 


Quad 


ratwurzel nimmt: 






, ex, 
BM ^-^^ 


- a= + e.. 




"CM"'" 


a^ — Bx^ 



Nach 1<)) ist die Strecke AN= — ^, folglich: 



CN " 



Es ist also: -tt^t- = -prrr i woraus nach einem bekannten Satze 
CN CM 

der Planimetrie folgt, dass die Normale MN den Winkel BMC 

halbiert. — 

2. Beweis. Tangente und Normale scbneiden die Abscissenachse 
in den Punkten T nnd N, welche mit den Brennpunkten vier har- 
monische Punkte bilden. Folglich sind BM, CM, NM, TM vier 
harmonische Strahlen, und da MN_LMT, so halbiert MN den 
Winke! zwischen BM und CM. 

Die Tangente ist die Halbierungslinie des Winkels CMP oder 
auch die des Seheitel winkeis EMG. 

Trägt man auf der Verlängerung von BM die Strecke MF = CM 
ab, und verbindet C mit F, so ist CMF ein gleichschenkliges Dreieck, 
in welchem die Tangente MT die Halbierungslinie des Winkels an 
der Spitze ist. — Folglieh steht MT senkrecht zu CP und halbiert 
letztere. — Der Punkt F wird der Gegeupunkt der Tangente in 
Bezug auf den Brennpnnlit C genannt. — Ebenso heisst G der 
Gegenpunkt der Taugente in Bezug auf den Brennpunkt B, wenn 
G auf der Verlängerung von CM so liegt, dass GM^BM ist. — 
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Jeder Punkt an! der Tangeute ist vou einem Brennpunkt und 
dem zugehörigen Gegenpuulft gleich weit entfernt. 

Der Abstand eines Gegenpunktea vom nicht zugehörigen Brenn- 
punkte ist :^ 2 a. 

Konstruktioijsanfgaben. 

20) Vou einem Pnnkte P Tangenten au eine gegebene Ellipse zu 
ziehen. 

Änm. Die Ellipse ist durch die grosse Achse und die beiden 
Brennpunkte gegeben, 

21) An eine Ellipse Tangenten zn ziehen, welche einer gegebenen 
Geraden parallel sind. 

22) Drei Tangenten einer Ellipse, und ein Brennpunkt derselben 
sind gegeben. — ■ Den andern Brennpunkt nnd die grosse Achse zu 
finden. — 

23) Fällt man von den beiden Brennpunkten B nnd C (Fig. 23) 
Lote auf eine Tangente MT, so liegen die Pusspunkte H und J anf 
dem, um die grosse Achse als Durchmesser, gezeichneten Kreise, — 
(Dieser Kreis wird der Hanptkreis der Ellipse genannt.) 

Beweis. In dem Dreieck BCE sind A und J die Mitten der 
Seiten BCund CP, folglich ist AJ = i BF = a. Ebenso ist in dem 
Dreieck BOG: ÄH ^ f CG -^ a. 

Man konstruiere hiemach die Ellipse aus der grossen Achse und 
den Brennpunkten, indem man eine die Ellipse einhüllende Schar 
von Tangenten zeichnet, 

24) Mit Hülfe des Satzes 23) die Aufgaben 20, 21 und 22 zu lösen. 

25) An zwei Ellipsen, welche einen Brennpunkt gemeinsam haben, 
Tangenten zn ziehen welche beide zugleich berühren. 

26) Der Ort der Gegenpunkte aller Tangenten in Bezug auf einen 
der beiden Brennpunkte ist ein Kreis vom Halbmesser 2 a, dessen Mittel- 
punkt der andere Brennpunkt ist. 

27) Innerhalb eines Kreises K ist ein fester Punkt B gegeben. — 
Es soll bewiesen werden, dass der Ort eines Punktes M, welcher von 
B und dem Umfange des Kreises K gleiche Abstände hat, eine Ellipse ist. 

28) Die grosse Achse und die beiden Brennpunkte einer Ellipse 
sind gegeben. Man soll die beiden Schnittpunkte einer gegebenen Ge- 
raden G mit der Ellipse durch Konstruktion finden. 
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Konjugierte Durchmesser. 

29) Die Koordinaten der Mitte zwischen den Schnittpunkten der 
Geraden y=^mx-|-n und der Ellipse a^y^ + b^x^:^ a^b^ zu linden. 

Aufl. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind diejenigen Werte 
von X xmd y welche den beideu Gleichungen; 
a^y^-|-b^x^ = a^b^ 
y = mx + n 
zugleich genügen. Betrachtet man diese Gleichungen als Gleichungen 
mit zwei Unbekannten x und y, so erhält man durch die Auflösung 
derselben die gesuchten Werte. — Da die eine Gleichung vom ersten, 
die andere vom zweiten Grade ist, so erhält man für jede Unbekannte 
im allgemeinen zwei Werte, d. h, es giebt zwei Durchschnitts- 
punkte, — ■ Durch die Substitution von y aus der zweiten Gleichung 
in die erste erhält man zur Bestimmung von x die Gleichung: 
,-ä I 2a^mu a^(n^ — b^) _ 

^ ^a^m^ + b^ ^ a^m^ + b^ ^ ■ 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Äbscissen der gesuchten 
Durehsehuittsp unkte. — Bezeichnet man dieselben mit a und ß, so 
folgt aus einer bekannten Eigenschaft der quadratischen Gleichungen: 
_, o . 2 a ^ mn 

, a + ß a^mn 

folglich : — — = — „ „ . , a ■ 

Dies ist aber nach I, 5 die Abscisse der Mitte zwischen den beiden 
Schnittpunkten, Setzt man diesen Wert an die Stelle von x in 
der Gleichung der Geraden y = mx-[-n, so erhält man für die 

zugehörige Ordinate den Wert: —5 — „ , . -v ■ 
° "^ a^m*-i-b'^ 

Bezeichnet man die Koordinaten der Sehnenniitte mit ^ und v], 

, , ;. a^mn b^n 

so hat man: £ = r — „ , , „ , -n = —5 — „ , , „ ■ 

a^m^-[-b^ ' a^ni'^ + b" 

30) Den Ort der Mitten aller Sehnen zu finden, welche der Ge- 
raden y = mx -|- 11 parallel sind. 

Aufi. In den für ^ und -q gefundenen Formeln ist m als Kon- 
stante, n dagegen als Veränderliche zu betrachten. — Die Gleichung 
des gesuchten Ortes ist nun eine Gleichung zwischen ^ und t], 
welche unabhängig von n sein muss. — Die Elimination von n 

ergiebt die Gleichung: 1] = ,"' ^' 
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welche eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade, also einen 
Durchmesser der Ellipse vorstellt. — 

Jede Schar paralleler Sehnen wird von einem Durchmesser 
halbiert, — 

31) Wenn ein Durchmesser D diejenigen Sehnen halbiert, welche 
einem andern Durchmesser B^ parallel sind, so halbiert auch der Dureh- 
messer D^ alle zu D parallelen Sehneu. (Beweis leicht mit Hülfe der 
Gleichungen der Dui-chmesser zu führen.) — Zwei Durchmesser, welche 
diese Eigenschaft besitzen, heissen konjugierte Durchmesser. — 

32) Die Taugenten in den Endpunkten eiues Durchmessers sind 
parallel dem konjugierten Durchmesser. — 

33) Wie gross ist der Winkel ip, welchen der Durchmesser y^mx 
mit seinem konjugierten Durchmesser bildet? 

Äntw. Man findet ig (p = ^—^ r-^r — oder auch 

a^m^ + b^ 

sin tp = — , ■- ■ 

V^(a*m^+h*)(l+m^ 

34) Welchen Abstand hat eiu Endpunkt des Durehmessers y = rax 
von seinem konjugierten Durchmesser? 

Antw ahVa^m^ + b^ _ 

y a*m^-j- b* 

35) Verbindet mau die Endpunkte zweier konjugierten Durchmesser 
durch gerade Linien, so hat das von den letzteren gebildete, der Ellipse 
einbeschri ebene Parallelogramm den konstanten Inhalt 2 ab. 

36) Die vier Tangenten in den Endpunkten zweier koujugierten 
Durchmesser bilden ein der Ellipse umbeschriehenes Parallelogramm 
(Tau genteu Parallelogramm), welches den konstauten luhalt 4 ab hat. — 

37) Sind aj und bj zwei konjugierte Halbmesser, so ist immer: 

a^2 + biä = a^+b^ 

38) Für zwei aufeinander senkrecht stehende Halbmesser k^ und 
kg soll folgende Beziehung nachgewiesen werden: 

- + - = - + -'• 
Folgende Aufgaben sollen durch Konstruktion gelöst werden: 

39) Man soll den Mittelpunkt, die Achsen und die Brennpunkte 
einer gezeichnet gegebenen Ellipse finden. 

40) Durch einen gegebenen Punkt M einer Ellipse eiue Tangente 
an dieselbe zu legen. 

Mit Hülfe von 32 zu lösen. 
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41) Den Beruh rungapunkt eiuer gegebenen Tangente zu bestimmen. 

42} Es sollen vier Tangenten einer gegebenen Ellipse gezeicbnet 
■werden, welche ein Quadrat eiuschli essen. 

43) Wie heisseu die Gleichungen der beiden konjugierten Durch- 
messer einer Ellipse, welche symmetrisch zu den Hauptachsen liegen? 

Aütw, v^ X, V =^ X. 

■^ a -^ a 

Hiernach .sind dieselben leicht zu konstriiiereu. — 



44) Verbindet mau einen Punkt der Ellipse mit den Endpunkten 
eines beliebigen Durchmessers durch zwei Sehnen, so sind die Durch- 
messer, welche dieseu Sehneu parallel siud, konjugierte Durchmesser. 

45) In einer Ellipse sollen diejenigen konjugiei-teo Durchmesser an- 
gegeben werden, welche einen gegebeneu Winkel 9 miteinander bilden. — 

46) Eine beliebige Taugente schneidet auf den beiden Tangeuten 
in den Bndpunkten der grossen Achse zwei Segmeute ah, deren Pro- 
dukt gleich b^ ist. ~ Ebenso werden auf den Tangenten in den End- 
punkten der kleinen Achse von eiuer beliebigen dritten Tangente 
Segmeute abgeschnitten, dereu Produkt a* ist. — 

Pol und Polare. 

47) Die Gleichung derjenigen Geraden zu finden, welche die Be- 
rührungspunkte der ¥om Punkte P (a, ß) au die Ellipse a^y^-|-b^s^ 
:= a^b^ gezogenen Tangenten verbindet. (Berührungssehne.) 

Aufl. Sind s^y^ die Koordinaten des Berührungspunktes einer 
Tangente, so ist die Gleichung derselben: (s. 7, ß) 

a^yiy + b^XiX — a^b* = 0; 
und wenn die Tangente durch P gehen soll, so müssen a und ß 
dieser Gleichung genügen. Hieraus folgt: 

*^yiß't-''^Xi''^ — -a^b^^O. 
Da nun diese Gleichung erfüllt werden muss, wenn mau für x^y^ 
die Koordinaten des Berührungspunktes der einen oder der anderen 
Tangente setzt, so heisst die Gleichung der Berühraugssehne : 
a^ßy+b^ax — a'b« = 0. 

48) Bewegt sich in der vorigen Aufgabe P auf einer Geraden G, 
so geht die Beruh ruugssehue durch einen festen Punkt M, — Der 
letztere liegt auf dem Durchmesser der Ellipse, welcher dem zu G pa- 
rallelen Durchmesser konjugiert ist. — (Der Beweis ist wie in III, 63 
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ZU führen.) M lieisst der Pol der Geraden G; die letztere wird die 
Polare vou M genannt. 

49) Welches sind die Koordinaten des Pols der Geraden 
mz + ny+ 1 = 0? 
Äntw. Man findet: — ma^ — nb^. 
60) Wie heisst die Gleichung der Polare des Punktes M(x^yJ? 
Antw. b^ssj -j- a^yji — a^b^ = 0. 

51) Wie heisst die Gleichung der. Polare in Bezug auf den Brenn- 
punkt (e, o) als Pol? 

Äntw, X = 

e 

Die letztere ist also eine zur Äbscisseuachse senkrechte Gerade,. 

welche vom Mittelpunkt der Ellipse den Abstand — hat. — Mau 

nennt sie auch wohl „Leitlinie" oder Direktrix. — Eine zweite 
Leitlinie ist die Polare des andern Brennpuuktes ; dieselbe liegt im 

Abstand — - vom Mittelpunkt. — 

52) Die Bembiung'isehne zweier Taugenten, welche von einem 
Punkte M einer Leitlinie au^geheu, steht senkrecht zu der Geraden, 
welche M mit dem zugehougen Brennpaukte verbindet. 

53) Ist M(xiyi) (Pig 24) em Punkt der Ellipse a^y^- 
so ist der Abstand desselben vom Brennpunkte C: 



(s. 19 d. Absehn.) 



Ub^x^^a' 




Ferner ist der Abstand desselben Punktes 



i der Leitlinie L; 



y Google 



, , , CM e 

woraus folgt: __ = _; 

4, h. das Verliältnis der Abstände eines beliebigen Punktes der Ellipse 
TOü einem Breunpuukt und der zugehörigen Leitlinie ist konstant. — 
Man beweise hieraus noch den Satz: Das Verhältnis der Abstände eines 
Punktes der Ellipse von den beiden Brennpunkten ist dem Verhältnis 
seiner Abstände von den zugehörigen Leitlinien gleich, — 

54) Unter welchem ^Vinkel erscheint die von einem Punkte P{aß) 
an die Ellipse gezogene Tangente von einem der Brennpunkte aus? 

Anl, zur Aufl. — Man verbinde den Berührungspunkt M (x^y^) 
der Tangente und auch den Punkt P mit einem Brennpunkt B. 
Ist BP = r, BM=r' so findet man für den Winkel MBP==9 leicht: 

a^+ ea 

cos (0 = ■ 

^ ar 

Dieser Ausdruck ist unabhängig von den Koordinaten des Be- 
rührungspunktes, und häng't nur von der Lage des Punktes P ab. — 
Der Winkel ist deshalb für beide von P aus möglichen Tangenten 
derselbe. — Hieraus folgt der Satz: Die Gerade, welche den 
Schnittpunkt zweier Taugenten der Ellipse mit einem Brennpunkt 
B verbindet, halbiert den Winkel, welchen die beiden von B nach 
den Berührungspunkten gezogenen Geraden miteinander bilden. — 
(Man beweise hieraus auch 52). 

55) Ist FG (Fig. 25) eine bewegliche Tangente, welche zwischen 
zwei festen Tangeuten DM 

und EM einer Ellipse liegt, 
ao erscheint dieselbe von einem 
Brennpunkte aus unter kon- 
stantem Winkeh — Verbin- 
det man nämlich die drei Be- 
rührungspunkte D, H, und E 
und die Endpunkte F und G 
der bewegliehen Tangente mit 
dem Brennpunkt B so ist 
nach 54): 

/ DBF= / FBH = a; 

/ HBG = / GBE = ß. 

Folglich /;fbg=^/dbe. 

■ — Jede zwischen DM und 
EM liegende Tangente er- 
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scheint von B aus unter einem Winkel, welcher gleicli der Hälfte des 
Winkels DBE ist. — 

56} Eine bewegliche Tangente, welche von zwei anf der kleinen 
Achse- der Ellipse zusammentreffenden Tangeuten begrenzt wird, er- 
scheint von beiden Brennpunkten aus unter gleichen Winkeln. 

57) Verbindet man die Eckpunkte D, E, F, G eines beliebigen 
Tangenten Vierecks mit einem Breanpunkte B, so ist die Summe der- 
jenigen Winkel am Brennpunkt, welche auf gegenüberliegenden Seiten 
des Vierecks stehen, gleich zwei Rechten; also: / DBE -f-/ FBG = 2R, 
ebenso / EBP + / DBG = 2 R. 

58) Jede von den beiden Tangenten in den Endpunkten der grossen 
Achse begrenzte Tangente erscheint von einem Brennpnnkte aus unter 
rechtem Winkel. 



Die Ellipse als Projektion des Kreises. 

der Ellipse: 



59) Die Mittelpuuktsgleicbung des Hauptk 
b 



y = "jAa^ — x^. 

Wird in beide Gleichangen tur x derselbe Wert s^ eiogesetzt, : 

erhält man für die zugehörige Ordinate y^ der Ellipse: 

^ -,A--s 2 ■ 

y,=— Va^— Xi^ 

und für die Ordinate y' des Kreises; 
Folglich ist jj = — y' oder 






(1) 



Denkt mau sich den Hanptkreis um die grosse Achse der Ellipse 
weit gedreht, bis die kleine Achse AFj =b (Fig. 26) gleich der 
Projektion des zu DE senkrechten Halbmessers 
AP = a wird, so ergiebt sich leicht, dass die Ellipse 
als Projektion des Hauptkreises betrachtet werden 
kann. — Denn, ist GHi ^=ji die Projektion der 
Ordinate GH = y'; a der Winkel, um welchen 
der Hauptkreis gedreht ist, so folgt: 
yi "= j' cos a. 
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Die Kegelschnitte. 
Aus Dreieck ÄFF, folst: eosa = — ■, 



yi ^ — y > 

wodurch die obige Behauptung erwiese ü ist. — 
Aus (1) folgen zwei Koustruktioneu der EUips 

Achsen als gegeben angenommen werdeu. — 
a) Um beide Achsen 

werden aus A (Fig. 27) 

Kreise gezeichnet. — Zieht 

man nun den beliebigen 

Halbmesser AH; ferner 

HG senkrecht zur grossen 

Achse DE, und durch den 

Punkt J, in welchem AH 

den kleinereu Kreis trifft, 

eine Gerade parallel zu DE, 

so schneidet diese HG im 

Punkte Hj, welcher der 

Ellipse angehört. — Aus 

der angegebenen Konstruk- 
tion folgt nämlich leicht: 

GH, : GH = ÄJ : AH. 



wenn die beiden 




ß) Zieht man durch H, die Gerade H,L parallel zu AH, so hat 
man: LHj=;AH==^a, und H,K = AJ = b; also LK = a — b. — 
Lässt man deshalb die Gerade LH,, welche die Lauge a hat, sich so 
bewegen, dass die beiden Punkte L und K atets auf den beiden Achsen 
der Ellipse liegen, so beschreibt der Endpunkt Hj die Ellipse. (Hierauf 
beruht der EUipsenzirke!.) 

Um in dem Punkte H, die Tangeute an die Ellipse zu ziehen, 
zeichne man die Tangente HT des Kreises, welche denselben in H be- 
rührt. Zieht man H^T, so ist dies die gesuchte Tangente der Ellipse. 
Warum? 



Flächeninhalt der Ellipse. 
60) Die Projektion einer ebenen Figur F ist bekanntlich gleich 
F . cos a, wenn a der Neigungswinkel von F gegen die Projektionsebene 
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ist. — Hieravis folgt für die Fläcie f der Ellipse: 

nud weil cos 5t ^-— ist: 
a, 

f = abK. 

61) Zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse sind stets die Pro- 
jektioneii von zwei aufeinander senkrecht stehenden Durchmessern des 



62) üie Sätze 32, 35, 36 zu beweisen, indem man die Ellipse als 
Projektion eines Kreises betrachtet. — Ebenso die Aufgaben 39, 40 
und 41 hiernach zu lösen. — 

63) Wie gross ist der Inhalt des Abschnittes einer Ellipse, welcher 
von einer Sehne begrenzt wird, die durch die Mitte der halben { 
Achse AE geht, und senkrecht zu der letzteren steht? 



Antw. 



r(4^ 



-3y3). 



2x 



1, in welclie die Gerade 
900 teilt? 



64) Wie gross sind die beiden Abseh 
- 3 y — 6 = die Ellipse 9 y^ + 4 x 

Antw. 193,3 und 277,94. 

65) Die Gleichung einer Ellipse ist: 16 y^ + 9 x^ = 3600, — Wie 
gross ist der Inhalt des Sektors, welcher von der halben grossen Achse 
AE und von einer durch den Anfangspunkt A gehenden Geraden be- 
grenzt wird, wenn dieselbe mit AE einen Winkel von 45^ bildet. — 

Antw. 139,09. 

66) Mit Hülfe von 59) die Richtigkeit folgender Konstruktionen 
der Ellipse nachzuweisen. 

a) Gegeben sind die Hauptachsen DE und HJ (Fig. 28). — 
Man zeichnet die vier Tangen- 
ten in den Endpunkten der 
Hauptachsen. Dieselben bilden 
das Rechteck FGKL , dessen 
Seiten bez. den Achsen parallel 
sind. Nun teile man AE und 
GE in dieselbe Anzahl gleicher 
■^ ■' " Teile. Zieht man gerade Linien 

von J durch die Teilpunkte 
Yi' Tsi ^'s ■ ■ • ^^^ '^'^^ ^ nach Sj, 5^, 5g . . . so schneiden sich 
J7i und H8j in ^, ; Jy^, und K\ in ?, u. s. f. — Die Punkte ^i g^ ■ • • 
gehören der gesuchten Ellipse an. 



^fc 


"7>> 


^•^ 


/^* 
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ß) Siud zwei konjugierte Durehmesser DE und HJ (Fig. 29) der 
Ellipse gegeben, so ist die Konstruktion ganz dieselbe. — 
Aul. z. Bew. Man zeige, 
dass die angegebenen 
Konstruktionen für den 
Kreis gültig sind, und 
wende hierauf den Satz 
59) an. 

67) Die Ellipse kann ans 
zwei konjugierten Durch- -^ 
messern DE und JH (Fig. 30) 
auch auf folgende Weise konstruiert 
werden. 

Um einen der Durchmesser, 

z. B, DE, beschreibe man aus dem 

Mittelpunkte A desselben einen 

Kreis, — In A ziehe man AF_LDF1, 

und verbinde F mit H dm-ch eine 

Gerade. — Errichtet man nun an 

beliebiger Stelle des Durch- 
messers DE das Lot OL und zieht 

OP ii AH, ferner LP || FH, so ist 

P ein Punkt der Ellipse. 

Beweis leicht, wenn man 61) berücksichtigt. 
Man beweise noch folgende Tangen tenkoustruktiou : Zieht mau 
in L die Tangente LT an den Kreis, und verbindet den Punkt T, 
in welchem diese den Durchmesser DE trifft, mit P, so ist die Ge- 
rade PT die Tangente der Ellipse im Punkte P, 

68) Bei der vorigen Konstruktion schneidet der Hülfskreis die 
Ellipse, ausser in D und E, noch in zwei anderen Punkten. Nun sind 
die Dreiecke LOP, ÄPH, und alle übrigen, welche zur Konstruktion 
der Ellipse verwendet werden, einander ähnlich, — Man bestimme die 
Lage des veränderlichen Dreiecks so, dass die zu FH parallele Seite 
desselben eine Sehne des Kreises wird. — Der eine Endpunkt der Seime 
ist dann zugleich ein Punkt der Ellipse, — Zieht man aus diesem 
Punkte den Durchmesser, so erhält man noch den vierten Schnittpunkt 
des Kreises und der Ellipse, — 

Man löse hiernach die Aufgabe: Aus zwei konjugierten Durch- 
i einer Ellipse die Hauptachsen zu konstruieren. — 
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69) Einem gegebeueu Dreieck eine Ellipse zu umschreiben, deren 
Mittelpnukfc der Schwerpunkt des Dreiecks ist. (Die Hauptachsen sind 
zu bestimmen.) 

70) Jede schiefe Parallelprojektion eines Kreises ist eine Ellipse. 

71) Die Projektion eines gegebeneu Dreiecks soll ein gleichseitiges 
Dreieck sein. — Es ist der Neigungswinkel des gegebenen Dreiecks 
gegen die Projektionsebene durch Konstruktion zu bestimmen. 

Andere Gleichungsformen der Ellipse. 

72) Wie heisst die Scheitelgleichung der Ellipse? 

A , l/Tb^" ~b^~ 

Antw. y=|/ ._--x-^x^ 

oder J = 1/ ^ s 5-K^, je nachdem der 

f a a^ '' 

eine oder der andere Endpunkt der grossen Achse als Anfangs- 
punkt genommen wird. — 

Die allgemeine Form der Gleichung ist: y =;"|^mx-|-nx^, welche 
hiemach eine Ellipse bedeutet, wenn n <C 0. 

73) Man leite aus 67) die Mittelpunktsgleichung der Ellipse ab 
für schiefwinklige Achsen, wenn die konjugierten Durchmesser DE nnd 
JH (Fig. 30) ais Abscisseu- und Ordinateuachse angenommen werden. 

Antw. Man findet y = — -y aj* — x^, wenn a, ^ ^ DE und 
b, = I JH. 

74) Die Gleichung der Ellipse zu finden, wenn die grosse Achs& 
durch den Anfangspunkt geht, und mit der Äbscissenachse den Winkel 
a bildet. — 

Aul. zur Aufl. Die Koordinaten der Brennpunkte B und C sind 
iu diesem Falle: ecosa, esina und — e cos a, — esina. — Ist 
nun M(xy) ein beliebiger Punkt der Ellipse, so setzt man die 
Summe der Entfernungen dieses Punktes von den beiden Brenn- 
punkten gleich 2 a. — Hieraus findet man leicht als Gleichung 
der Ellipse: 
(a* — e^cos^ a) X* -[~ (*^ — e^siu^ a) j^-|- 2 e^xy sin a cos a ^ a^bl 
Die allgemeine Form dieser Mittelpnnktsgleichung ist demnach: 

- Ax^ + Byä + Cxy = D. 
76) Die Koordinaten der Brennpunkte seien (aß), {«ißi)- — Man 
zeige, dass die Gleichung der Ellipse, bei dieser beliebigen Lage, die all- 
gemeine Form; Ay^ + Bx^ -|- Cxy-|-Dx -]- Ey ^-P =: annimmt. 
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Linienkoordinaten. 

76) Welches sind die Koordinaten der Tangente für den Punkt 
M(xjy,) der Ellipse a^y^- t>' = a^b*? 

Antw. 11 = — ^, v = — -fi- 

77) Wie heisst die Mittelpunktsgleiehnng der Ellipse in Linien- 
koordinaten? 

Antw. a^u^ -f*'*^^^ =^ 1- 

78) Die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangente P(niVj) 
zu bestimmen. 

Antw. s = — a^u^, y^ — b^Vj. 

79) Einem Rhombus, dessen halbe Diagonalen c und d sind, soll 
eine Ellipse einbeschrieb eu werden. — Die in d liegende halbe Achse 
a ist gegeben (a <C d)- Wie gross ist die andere Achse der Ellipse und 
wie heisst die Gleichung derselben? 



Antw. Die zweite Achse der Ellipse ist: b^--y"d^ — a^, und 
die Gleichung der Ellipse heisst: 

aM^u^ + c^ii' ^ a«) v^ = d^ 

80) Die Koordinaten der Geraden zu bestimmen, welche die Be- 
rührungspunkte der beiden Tangenten T, (u^Vj), Tg(ugVg) verbindet. 

Antw. Man findet u ^ —ir-, — ^ r- , 

a2(UjV, — u,Yi) 

Uj — Ug 

81) Wie heisst die Seh eitel gleichung der Ellipse? 
Antw. b^v^ -|- 2 au = 1 . 

82) Die Mittelpunktsgleich nng der Ellipse lasst sieh schreiben: 

b^v*=l— a^u^ (l) 

oder auch: b^¥* ^ (1 + an) (1 — au). 

Ist n eine beliebige Zahl, so ist die Gleichung der Ellipse auch 
das Produkt der Gleichungen: 

b, = n (1 + .,) 

bv = '- (1 - so). 

Den letzteren kann mau die Form: 

"-^■' + '^°! (2) 

— au — nbv -j~ 1 =^ J 
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IV. Abäclmitt. 



gelieu. Diejenigen Werte von n und v, vvelclie den Gleichungen (2) 
zugleich geuügeu, müssen auch die Gleichung (t) befriedigen. — Nun 
sind aber (2) die Gleichungen zweier Pankte, mit den Koordinaten 

a, , bez. — a, — bn; danach sind nun n und v die Koordinaten 

n 

der Verbindungslinie der beiden Punkte, welche zugleich eine Tangente 
der Ellipse ist. — Durch Änderung der Zahl n lassen sich hiernach 
beliebig viele Punktepaare angeben, deren Verbindungslinien Tangenten 
der Ellipse sind. — 

Man zeige die Richtigkeit folgender Konstruktion der Ellipse durch 
einhüllende Tangenten. — Es 
sei HJKL (Fig. 31) das Recht- 
eck, welches von den Tangenten 
in den Endpunkten der Haupt- 
achsen DE und FG gebildet 
wird. Projiciert man von D 
aus einen beliebigen Punkt M 
der kleinen Achse nach P auf 
HJ, und denselben Punkt von H 
j,|„ 31 aus nach Q auf JK, so ist PQ 

eine Tangente der Ellipse. — 
83) Ein rechter Winkel dreht sieh um seineu Scheitel B. Die 
Schenkel des Winkels schneiden zwei feste Parallelen. — Welche Kurve 
wird von der Verbindungshnio der Schnittpunkte eingehüllt? (B liege 
zwischen den Parallelen im Abstände e von der Mitte derselben; der 
Abstand der beiden Parallelen voneinander sei 2 a.) — ■ 

Antw. Nimmt man die Gerade, welche durch B geht und senk- 
recht zu den gegebenen Parallelen steht, als Abscissenachse, und 
die Ordinalen achbe in der Mitte zwischen den Parallelen an, so 
heisst die Gleichung der Kurve a^u^-)-(a^ — e^)v^^l; dieselbe 
ist demnach eiue Ellipse. — 

8-i) Der Scheitel eines rechten Winkels bewegt sich auf dem Um- 
fang eines Kreises. Der eine Schenkel des Winkels gebt stets durch 
einen innerhalb des Kreises liegenden festen Punkt. Welche Kurve 
umhüllt der andere Schenkel? 

Antw. — Man erhält eiue Ellipse, deren grosse Achse gleich 
dem Durchmesser des festen Kreises ist. 



I^ 


i^ 
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Polarkoordinaten. 
85) Wie heisst die Polargleiciinng der Ellipse, wenn der Pol ein 
Brennpunkt ist, und der veränderliche Winkel 9 von der Geraden ans 
gerechnet wird, welche den Brennpunkt mit dem nächsten Scheite! ver- 
bindet? 

Antw. r = ; Setzt man — ^ p und — ^= ^, 

a + e ■ cos !p " " 



so hat man auch als Polargleichung: 



P 



< |< 1. 



1 + I ■ cos [p 

86) Wie hoisst die Folargleichung, wenn der Pol im Mittelpunkt 
liegt, wnd der veränderliche Winkel von der grossen Achse aus gerech- 
net wird? 

Antw. r^^ — a . „ — , -r-5 5 

a" sin" ^ -|- 0^ cos^ tp 

oder auch r"^^ :>— — ; 

a ■^ -^ e ■^ cos '^ fp 

87) Nachzuweisen, dasa das Rechteck aus den Abschnitten einer 
Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht, dividiert dnrcb die ganze 

Sehne den konstanten Quotient -^ ■ giebt. 

88) Durch einen Brennpunkt der Ellipse eine Sehne von gegebener 
Länge zu ziehen. 

89) Die Gleichung des Ortes der Fnsspunkte aller Lote zu finden, 
welche man von einem Brennpunkt auf die Tangenten der Ellipse 
fällen kann. 

"Vermischte Aufgaben. 

90) Wie gross ist der Abstand der Normale des Punktes M vom 
Mittelpunkt der Ellipse? 

Antw. — .- --'AI .. . 

Va^Ji^' + b^Xi^ 

91) Die Länge der durch einen Brennpunkt gehenden Sehne zu 
finden, welche mit der grossen Achse den Winkel cp bildet. 



. . 2b^ 1 , . , 

Antw. - — -■- 3 oder wenn man wieder 



( 

- =: p und — ^^ setzt: 



1 — ^''cos^tp 
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92) Wie lang ist ein unter dem Winkel (p gegen die grosse Achse 
geneigter Durchmesser d der Ellipse? 

Antw. d ^ = —^ ^— = — — ■■ g — 

1 — —^ cos ^ 9 

_ 4 b^ 

^1 — ^^cos^> ■ 

93) Jeder Durehmesser einer Ellipse ist die mittlere Proportionale 
zwischen der grossen Achse, und derjenigen Brennpunktaselme , welche 
dem Durchmesser parallel ist. — 

94) Die Summe zweier, durch einen Brennpunkt gehenden Sehnen, 

welche zu zwei konjugierten Durchmessern parallel sind, ist konstant, 

a^ + b^ 

und zwar =^ — ■ 

2 a 

95) Sind s^ und s^ zwei senkrecht zu einander stehende Brenn- 
puoktssehuen, so ist: 

_L^ 1 _^M-b^ 

Sj "*" Sa 2 ab^ 

96) Die Koordinaten des Endpunktes eines Durchmessers sind x^J^, 
Mail soll die Koordinaten des Endpunktes vom konjugierten Dureh- 
messer bestimmen, 

Antw. Man findet x= + -r--yi, y^ + — Xj- 

97) Der Abstand einer Tangente vom Mittelpunkt der Ellipse ist 
gleich - — , wenn \ die Hälfte des zur Tangente parallelen Durch- 
messers ist. 

98) Der Winkel a, welchen zwei konjugierte Halbmesser a^ und 
hl miteinander bilden, ist bestimmt durch: 

. _ ab 
^^'^"■— a,bj"' 

99) Verbindet man zwei Punkte einer Ellipse mit den Brenn- 
punkten, so schliessen die vier Geraden ein Viereck ein, welches einem 
Kreise umbesehrieben ist. 

100) Zeichnet man durch irgend einen Punkt P der Ellipse einen 
IO:eis, welcher zugleich durch die beiden Brennpunkte geht, so schnei- 
det derselbe die Ordinatenachse in denjenigen Punkten, in welchen diese 
von der Tangente und Normale des Punktes P getroffen wird. 
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101) Der Ort der Schwerpunkte aller Dreiecke, deren Ecken die 
beiden Brennpunkte und ein Punkt der Ellipse sind, iat eine der ersten 
koncentrisciie und ähnliehe Ellipse. 

102) Zieht man vom Endpunkte D eines Durchmessers DE eine 
Sehne nach einem beliebigen Punkte M der Ellipse und TOm Mittel- 
punkte eine Parallele zu derselben, so ist der Ort des Punktes, in ■wel- 
chem letztere die Tangente in M schneidet, die Tangente, welche den 
ICreis in E berührt. — 

B. Die Parabel. 

}) Die Parabel ist der geuiuetrische Ort eines Punktes M, welcher 
vou einer festen Geraden AB (Leitlinie oder Direktrix) und von einem 
festen Punkte P (Brennpunkt) gleiche Abstände hat. — Fig. 32, 

Die Gerade, welche durch F 
gebt und senkrecht zur Leitlinie 
steht, sei die Abscisseuachse ; die 
Mitte S zwischen Brennpunkt und 
Leitlinie der Anfangspunkt. — Be- 
zeichnet mau den Abstaud des Brenn- 
punktes von der Leitlinie mit p 
(Parameter), so heisst die Gleichung 
der Parabel y^^=2px oder 
y = ±/2^ 

Aus dieser Gleichung folgt, dass 
zu jedem Wert von x zwei gleiche 
aber entgegengesetzt gerichtete 
Werte von y gehören. — Die Parabel wird demnach durch die Abscissen- 
aehse in zwei kongruente Teile geteilt. — Für x=:^0 ist auch y;=0; 
die Parabel geht demnach durch den Anfangspunkt (Scheitel der Pa- 
rabel). — Mit unendiich wachsendem x wird auch y unendlich gross. — Auf 
der negativen Seite der Abscisseuachse ist die Kurve nicht vorhanden, — • 

Was bedeutet die Gleichung y=y — 2px? 

2) Die Parabel zu konstruieren, wenn die Leitlinie und der Brenn- 
punkt gegeben sind. — 

3) Zwei Punkte M und N einer Parabel nud der Brennpunkt F 
sind gegeben. — Man soll die Leitlinie und die Achse der Parabel 
durch Konstruktion finden. — 

Anni. Man kann zwei Parabeln konstruieren, welche durch M 
und N gehen, und denselben Brennpunkt F haben. 



G 




'^^^^^r—" 


l ^ 


> 


m% 


T C 




-^ — i — i^ 

\ 



Fig. 32. 
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4) Gegeben siad Achse aud Scheitel der Parabel und die Koordi- 
naten x^yj eines Punktes derselben, — Wie lieisst die Grleicliung der 
Parabel? 

Äutw. J^ = ^^ — X. 

Mau bestimme biernaeh die Lage des Brennpunktes durch Kon- 
struktiou. — 

5) Die Koordinaten der Punkte zu finden, in welchen die Gerade 
4 X + 3 y — 40 =^ die Parabel y^ =^ 16 x schneidet. 

Antw. (4, 8), (25, —20). 

6) Wie heisst die Gleichung der Taugente im Punkte M(xiy,) 
der Parabel? 

Antw. y — yi = y-{x — Xj) oder: yy, — px — px^ = 0. 

7) Die Durchschnittspunkte der Tangente, welche die Parabel im 
Punkte M (x^y^) berührt, mit den Achsen zu findeu. 

Antw. Die Abscissenachse wird im Abstaad — Xj, die Ordinaten- 

aehse im Abstaude ^ TOm Anfangspunkt geschnitten. 

Hieraus folgt eine einfache Tangentenkonstruktion. 

8) Wie heisst die Gleichung der Normale für den Punkt M(xiyi)? 

Antw. y-y, _-JS-(x-x,). 

9) Die Längen der Tangente, Normale, Subtangente und Snbnor- 
male für den Punkt M (x^yj) der Parabel y^=:2px zu finden. 

Antw. y"2x, (2xi+p); ■jAp(2xi+p); 2s,; p. — 

10) Nach 7) ist in Fig. 32: P8 = TS. — Ferner ist CS = FS, 
woraus folgt: PS + CS = FS+TS oder: CP = TF. — Nun ist 
CP = QM = MF, folglich MF = TF; das Dreieck MPT ist demnach 
gleichschenklig. — Hieraus ergiebt sieh noch: 

/ TMP ^ / MTP = / TMQ = / T'MQ'. — 
Die Taugente in M kann hiernach koustruiert werden: 1) als 
Halbieruugslinie des Winkels FMQ oder 2) als Sehne des Kreisbogens 
MT, welchen man aus F als Mittelpunkt mit dem Halbmesser FM be- 
schreibt. — - Wird noch FN = FM gemacht, so ist die Verbinduugslinie 
MN die Normale für den Punkt M. 

Aus TS = PS folgt, dass TG = GM. ~ Die Tangente MT wird 
demnach durch die Ordinateuaebse (Seh eitel tan gen te) halbiert. — Da G 
die Mitte der Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks MFT ist, so 
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steht PG seakreclit zu MT und geht verlängert durch Q. — Ferner 
sieht man leicht, dass auch PG = GQ sein muss. — Q heisst der Gegen- 
punkt der Tangeute MT in Bezug auf den Brennpunkt F. 

Der Ort der Gegenpunkte aller Tangenten in Bezug auf den Brenn- 
punkt B" ist die Leitlinie der Parabel. — 

11) Man löse hiernach Aufgabe 4) durch Konstruktion, — 

12) Nach 10) lässt sich die Parabel leicht 
aus Tangenten konstruieren. Ist SX die Achse 
(Fig. 33), SY die Scheiteltangente, F der Brenn- 
punkt, so ziehe man dnreh den letztereu die 
Gerade DF beliebig, — Durch" den Schnitt- 
punkt D von DP und SY ziehe man DE 
senkrecht zu DP, dann ist DE eine Tangente 
der gesuchten Parabel. Durch Wiederholung 
dieser Konstruktion lassen sieh nun beliebig 
viele, die Parabel einhüllende Taugenten be- 
stimmen. 

13) Der Brennpunkt, die Achse einer 
Parabel und eine Taugeute derselben sind ge- 
geben. — Man soll den Seheitel und die Leit- 
linie bestimmen. 

14) Der Brennpunkt und zwei Taugenten einer Parabel sind ge- 
geben. Man soll die Achse, den Scheitel und die Leitlinie finden. 

15) Von einem gegebenen Punkte Tangenten an eine Parabel zu 
ziehen, — (Zwei Lösungen.) 

16) An eine Parabel eine Tangente zu ziehen, welche einer ge- 
gebenen Geraden parallel ist. (Warum ist nur eiue Tangente 
möglich?) 

17) Zieht man von einem Pnukte der Leitlinie zwei Tangenten an 
die Parabel, so stehen dieselben senkrecht aufeinander und die Verbin- 
dungslinie ihrer Berührungspunkte geht durch den Brennpunkt. 

18) Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier Tangenten mit 
dem Brennpunkt F verbindet, halbiert den Winkel zwischen den von 
P nach den Berührungspunkten gehenden Geraden. 

19) Sind MP und MQ zwei feste Tangeuten, TT^ eine dritte, be- 
wegliche Tangente, so erseheint derjenige Abschnitt von TT, welcher 
zwischen MP und MQ liegt, vom Brennpunkt aus unter konstantem 
Winkel. — 




yGoosle 



20) Besehreibt mau um das Dreieck, welches von drei beliebigen 
Tangenten einer Parabel gebildet wird, einen Kreis, so geht derselbe 
durch den Brennpunkt. — 

21) Brennpunkt und Leitlinie einer Parabel sind gegeben, — Man 
soll die Dnrcbschnittspuukte einer gegebenen Geraden mit der Parabel 
durch Konstruktion bestimmen. 

22) Sind ML und MN {Fig. 34) zwei von einem Punkte der Achse 
MX ausgehende Tangejiten (welche mit MX demnach gleiche Winkel 
bilden), und ist 8 der Scheitel, AB die Scheiteltangeute, so ist die 

Verbindungslinie zweier Punkte H 
und J, welche auf den beiden ersten 
Tangeuten ML und MN so liegen, 
dass GH = EJ ist, wiederum eine 
Tangente der Parabel. — 

Beweis. Ziehe EF_LMN, dann 
ist F der Brennpunkt. — Trifft nun 
HJ die Scheiteltangente in D, so ist 
KU zeigen, dass DP senkrecht zu HJ 
steht. — Man ziehe noch die Hiilfs- 
linien FG, FH und JF, ferner HK 
i-ig. 34. parallel zii AB, dann ergiebt sich 

leicht, dass A EFJ = A FGH, folg- 
lich FJ^^FH. — Ferner ist in dem gleichschenkligen Dreieck EGM: 
KE = GH = EJ, folglich auch DH = DJ. — Also ist D die Mitte der 
Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks FHJ; folgheb DF J_ HJ. 
Hiernach ergiebt sich eine sehr praktische 
Konstruktion der Parabel aus Tangenten, 
welche in der graphischen Statik vielfache 
Anwendung findet. Fig. 35, 

Mau trage von E aus auf MN, und 
von G aus auf ML zn beiden Seiten eine 
beliebige Anzahl gleicher Teile ab, und ver- 
binde die Teilpuukte aj^, a^, a^ . . , . mit 
b^, bg, hg ... . wie in Fig. 35 angegeben. 
— Die Verbindungslinien sind dann sämt- 
lich Tangenten, welche die Parabel einhüllen. — 

23) Wie gross ist der Abstand der Tangente im Punkte M(xjyj) 
der Parabel vom Brennpunkte F? 

Antw. i Vp(2xi+p). 
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2i) Bestimme etjenso den Abstand der Normale im Punkte M(Xiy^) 
-vom Brennpunkt. 

Antw. i/2s,(2x, +p). 

25) Die Koordinaten der beiden Punkte sollen bestimmt werden, 
in welchen die von dem Punkte M(aß) an die Parabel y^ == 2 px ge- 
zogenen Tangenten die letztere berühren, 

26) Zieht man vom Schnittpunkt zweier Tangenten eine Parallele 
zur Achse der Parabel, so halbiert dieselbe die Berührungsaehue der 
beiden Tangenten. 

27) Wie heisst die Gleichung der Geraden, welche durch die Be- 
rührungspunkte der vom Punkte M(aß) an die Parabel gezogenen 
Tangenten geht? 

Antw. ßj — px — pa = 0. 

28) Bevvegt sich in der vorigen Aufgabe M auf der Geraden 
ms -|- ny 4" 1 =^01 so dreht sich die Beriihrun^sehne um den festen 
Punkt P (— , — — ^) (P heisst der Pol jeuer Geraden). 

Man beweise hiernach auch den Satz 17. 

29) Die Koordinaten des Durchschnittes der Geraden y ^= ms -j- n 
mit der Parabel y^ := 2 px ergeben sieb, wenn mau die beiden Glei- 
chungen nach X und y auflöst. — Durch Elimination von x erhält 
mau für y die quadratische Gleichung: 

^ m -^ ' m 

Werden die Wurzeln dieser Gleicbung, d. h. die Ordinaten der 
Schnittpunkte mit a und ß bezeichnet, so ist bekanntlich: 

' m 2 m 

d. h. die Ordinate der Mitte zwischen den beiden Schnittpunkten ist 
nur von m, aber nicht von n, abhängig. — Hieraus folgt: 

Die Mitten paralleler Sehnen der Parabel haben gleiche Ordinaten; 
sie liegen also auf einer Geraden, welche parallel zur Achse der Pa- 
rabel ist. — Jede solche Gerade wird ein Durehmesser der Parabel 
genannt. — Die Parabel hat hiernach unzählig viele Durchmesser, 
welche aber sämtlich parallel zur Achse derselben sind. — 

30) Die Tangeute im Endpunkt eines Durchmessers ist parallel zu 
denjenigen Sehneu, welche der Durchmesser halbiert. — 
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IV. Absolinitt. 




31) Eine Parabel ist gezeiclmet gegeben. — Man soll die Achse, 
den Brennpunkt und die Leitlinie derselben durch Konstruktion be- 
stimmen. 

32) Ist MN (Fig. 36) ein beliebiger Durchmesser, Mß die Tangente 
in M und PS die Tangente in einem anderen 
Punkte S der Parabel, so ist PR = RS; ferner 
ist auch PM = QM, wenn QS parallel zu MR 
ist. — 

33) Von einem gegebenen Punkte Tangenten 
an eine gezeiebnete Parabel zu ziehen, ohne den 
Brennpunkt nnd die Achse der Parabel zu be- 
nutzen. — 
34) Die Gerade AB (Fig. 37) sei eine beliebige Sehne der Parabel 
AHCNB. Ist DE die zu AB parallele Tangente, C ihr Berührungs- 
punkt, so ist ABC das an Inhalt grösste Dreieck, welches auf der Grund- 
linie AB steht und dem von AB abgeschnittenen Parahelsegment ein- 
beschrieben werden kann. — Man halbiere AB 
in F, AC in M nnd ziehe durch diese Punkte 
die Durchmesser CF und GH, ferner in H die 
zn .AC parallele Tangente HJ; endlieh noch 
HK und ML parallel zu CD, dann ist: (s. 32) 

CK=CJ = HM = KL; 
folglich: A CHM = i A CML. 

Weil der Durchmesser GH die Sehne AC 
in M halbiert, so ist auch: 

A AHM= ACHM; 
^^g 3^ "^ folglich: A AHC ^ A CML =- ^ A ÄCF. 

Nun ist A AHC das grösste dem von AC 
abgeschnittenen Segment einbeschriebene Dreieck; ebenso lasst sich 
zeigen, dass wenn BON dass grösste Dreieck in dem Segment BNC ist, 
auch: A^CN^JABCF sein wird. — Folglich ist dann auch: 
A ACH + A BCN = iA ABC. 
Ebenso beweist man, dass die Summe der grössten Dreiecke, welche 
den vier übrig gebliebenen, von AH, CH, CN und BN abgeschnittenen 
Segmeuten einbeschrieoen werden können, gleich 

i A ACH + i A BCN = tV A ABC ist, u. s. f. 
Bezeichnet man nun den Inhalt des Dreiecks ABC mit F, so hat 
man für die Summe der unzählig vielen grössten Dreiecke, welche auf 
die eben angegebene Weise dem Parabelabsehnitt einbeschrieben werden 
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können, die Formel: 

S _ F + 1 F + , 
oder S = •*- F. 

Dies ist aber zugleich der Inhalt des von AB abgeschnittenen Pa- 
rabelsegments. — 

Steht die Sehne AB (Fig. 38) senkrecht zur Achse SX der Parabel, 
so ergiebt sich für die Fläche des Segments 
AF8 leicht die Formel: 

F = fah, 
wenn a und h die Koordinaten des Punktes 
A sind, — 

35) Wie gross ist der von zwei, zu den 
Ahscisseu 9 und 36 gehörigen Ordinaten be- 
grenzte, oberhalb der Abscissenaehse liegende 
Abschnitt der Parabel y^ = 25 x? Eig. ss. 

Antw. 630. 

36) Wie gross ist der Inhalt des Segments, welches die Gerade 
y = ^ X + 6 von der Parabel y^ ^= 16 x absehneidet? 

Antw. 42f. 

37) Den vom Scheitel anfangenden Sektor einer Parabel j^ ^^= 2 px 
zu berechnen, welcher von der Abscissenaehse und einer durch den 
Brennpunkt gehenden unter 45° gegen die erstere geneigten Geradea 
begrenzt wird. 

Antw. Man fiudet für die Fläche: i- (5 -}- 4 y"2). 

38) Aus dem Brennpunkt der Parabel y^^^2px wird mit dem 
Halbmesser r ein Kreis gezeichnet. Wie gross ist die Ton der gemein- 
schaftlichen Sehne abgeschnittene Fläche der Parabel? 

Antw. 1 (2 r — p) ■ y'p. 

39) Die Parabel y^'^Spx wird vou einem Kreise geschnitten, 
weicher durch den Scheitel der Parabel geht und dessen Mittelpunkt 
auf der Abscissenaehse liegt. — Wie gross ist das von der gemein- 
schaftlichen Sehne abgeschnittene Parabel segment, wenn der Halbmesser 
des Kreises r ist? 

Antw. V(i- — P)-V"P- 

40) Welches sind die Koordinaten des Berührungspunktes der zu 
der Geraden y = mx4-n parallelen Tangente der Parabel? 

Antw. J-,^, A. 
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41) Auf der Parabel y^ ^ 2 px siiicl zwei Punkte M^(xjyj), 
^^afels) gegeben. Den Inhalt des grÖssten Dreiecks zu finden, welches 
dem von MjM^ abgeschnittenen Parabelsegmeut einbeschrieben ist. 



Äutw. 



16p 



SO ist 
Dreiecks 



42) Zieht man durch 3 Punkte Mj(xiyj), M2(xay2, 
welche auf der Parabel j^^Spx liegen, Taugeuteri an 
das von den Tangenten gebildete Dreieck die Hälfte 

Ml Ms Mg. 

Beweis. Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten Mj, 
Mg, Mg sind: 

yyi — px — psj = 

yy^^px — pxa=0 

yjs — ps — V^s = 0- 
Nach 11, 78 ist der Inhalt des Dreiecks, welches von diesen 



Tangenten eingeschlossen wirc 
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Drückt man hierin die Abscissen : 
ans, so erhält man: 



, x,, x, durch die Ordinate« 
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Dividiert man Zähler und Nenner durch (jj — Ja) (j'a — Xa) 
folgt: 



7 


+ J, 


1, 





J 


+ y. 


1, 


uj 




Js' 


Js 


1 



2 (y, - J,) 



43) Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, welcher durch eiuen 
festen Punkt geht und eine gegebene Gerade berührt, ist eine Parabel. 

44) Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, welcher eine gegebene 
Gerade und einen gegebenen Kreis berührt, ist eine Parabel. 

45) Aue der Gleichung der Parabel: y^^^2px kann mau die bei- 
den Gleichungen y = x und y = 2 p bilden ; multipliciert man die letz- 
teren miteinander, so erhält man wieder die Gleichung der Parabel. — 
Dasselbe ist auch noch der Fall mit deu beiden Gleichungen: 

y^nx 



worin n eine willkürliche Zahl bedeutet. Folglich ist der Schnittpunkt 
der beiden durch diese Gleichungen dargestellten Geraden ein Punkt 
der Parabel. Durch Veränderung des Wertes von n lassen sich beliebig 
viele Paare von Geraden bestimmen, deren Schnittpunkte auf der Pa- 
rabel liegen. Man soll hierau.s eine Konstruktion der Parabel her- 
leiten. 

46) Wie heisst die Polargleichung der Parabel, wenn der Pol im 
Brennpunkt liegt, und der feste Schenkel des veränderlichen Winkels 
mit der Geraden vom Brennpunkt nach dem Scheitel zusammenfällt. — 

Autw. r = ■■r — r "- • 

1 -f- cos fp 

47) Die Entfernungen zweier Punkte M^ uud Mg einer Parabel 
vom Brennpunkte F seien i\ und r^. — Der Winkel MjPMj ist gleich a. 
Welchen Winkel 9 bildet r^ mit der Achse; und wie gross ist p? 

Autw. tg<p = ; p ^ rj (I -f- cos 9). 

Vrg .siü-^- 

48) Nachzuweisen, dass alle Parabeln ähnliche Figuren sind. 
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49) Das Rechteck ans einer durch den Brennpunkt gehenden Sehne 
nnd -^, ist gleich dem Rechteck ans den Abschnitten der Sehne. 

50) Durch den Brennpunkt einer gegebenen Parabel eine Sehne 
von gegebener Länge zu ziehen. 

51) Wie lieisst die Seh eitel gleichuug der Parabel in Linienkoor- 
dinaten? Antw. pv^ = 2u. 

52) Durch den auf der Abscisaenachse im Abstand c vom Anfangs- 
punkte liegenden Punkt P geht der eine Schenkel eines rechten Win- 
kels, dessen Scheitel sich auf der Ordinatenachse bevifegt. — Wie heisst 
die Gleichung der Kurve, welche der andere Schenkel einhüllt? 

Antw. cv*= u. 

Die Kurve ist demnach eine Parabel, in "welcher p = 2c ist. 

Vermischte Aufgaben. 

53) Die Abscisse des Darchschnitles zweier Tangeuteu ist das geo- 
metrische Mittel aus den Abseissen, and die Ordinate das arithmetische 
Mittel aus den Ordinaten der Berührungspunkte, 

54) Das aus drei Tangenten einer Parabel gebildete Dreieck, und 
i3asjeuige, dessen Ecken die drei Berührungspunkte sind, haben gleiche 
Schwerpuuktsordinaten. 

65) Die von zwei Tangeuten einer Parabel und dem dazwischen 
liegenden Parabelbogen begrenzte Fläche ist halb so gross wie der von 
der Berührungssehne begrenzte Parabelabschnitt. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist 42) leicht zu beweisen. 

56) Zieht mau im Brennpunkt einer Parabel die Ordinate und im 
Endpunkt derselben die Tangente, daun ist die Entfernung eines belie- 
bigen Punktes P der Parabel vom Brennpunkt gleich der in P errich- 
teten und bis an jene Tangente verlängerten Ordinate. 

57) Die drei Höhen eines Tangentendreiecks der Parabel sehneiden 
sieh in einem Punkte der Leitlinie. 

58) Zieht man vom Brennpunkt einer Parabel eine Gerade nach 
dem Schnittpunkte zweier Tangenten, so bildet diese mit der einen 
Tangente einen ebenso grossen Winkel, wie die andere Tangente mit 
dem durch den Schnittpunkt gezogenen Durchmesser der Parabel. 

59) Den Winkel 9 zu finden, welchen die beiden vom Punkte 

M{aß) an die Parabel y*^2px gezogenen Tangenten miteinander 

2y"ßä — 2pa 
bilden. Antw. tg 9 = — '—^ ; — 

° ^ 2 a + p 
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60) Den Ort des Schwerpunktes desjenigen Dreiecks, dessen Ecken 
«ler Brennpunkt, ein beliebiger Puukt M der Parabel y^^2px, und 
der Fusspunkfc des von M auf die Leitlinie gefällten Lotea sind, zu be- 
stimmen. 

Antw. Man findet als Ort die Parabel y^ = | px. 



C. Die Hyperbel. 

1) Die Hyperbel ist der geometrische Ort eines Punktes 
welchen die Differenz seiner Entfernungen von zwei festen 
B und C konstant ist. 

Ist BC = 2e (Fig. 39), BM 
— CM^2a, ferner die durch B 
und gebende Gerade dieAbscissen- 
achse, <3ie iVIitte A swiscben B und 
C der Anfangspunkt, so findet man 
als Gleichung der Hyperbel: 
■ a*y^ — b^x^ = — a^b^ 
wenn e^ — a*=^b^ gesetzt wird. 

Die Gleichung der Hyperbel 
wird auch häufig so geschrieben: 



M, füi- 
Punkten 




■oder auf y reduciert; 



y— -Vx. 



Man zeichne nach der oben gegebenen Erklärung die Hyperbel 
■durch Bestimmung einer hinreichenden Anzahl ihrer Punkte, — 

Die beiden festen Punkte B und C beissen die Brennpunkte der 
Hyperbel. - — 

2) Wo schneidet die Hyperbel die Koordinatenachsen? 

Antw. Die Abscissenachse wird in den Abständen -|~ a und ■ — a 
vom Anfangspunkt geschnitten, — Die Ordinatenachse wird von 
der Hyperbel nicht getroffen. Die Strecke HK = 2 a heisst die 
Hauptachse der Hyperbel, H und K sind die Scheitel derselben. 

3) Es soll gezeigt werden, dass der Koordinaten an fang A der 
Mittelpunkt der Hyperbel ist, d. h. dass jede durch denselben gehende 
Gerade'; welche an der Hyperbel endet, in A halbiert wird, (Durch- 

Man steige auch, dass die Hyperbel vier unendliche Zweige hat. 
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4) Zu beweisen, dass die Hauptachse der kürzeste von allen Diivcli- 
messern der Hyperbel ist. (Vergl. IV, A 4.) 

5) Wie heisst die Gleichung der Taiigente im Paukte M^s^y^) 
der Hyperbel? 

Antw. y — y, = — J- (x — X,) 

a yi 
oder f^yiJ — b^x^x -j- a^b^ ^0. 

6) Wo schneidet die Tangente im Punkte M(xjyi) die Achsen? 
Antw. Die Abseissenacbse wird im Abstand ■— , die Ordinateii- 

achse im Abstand vom Änfangspimkt getroifen. (Hieraus 

ergeben sieb Tangentenkonstruktionei].) 

7) Wie beisst die Gleichung der Normale im Punkte M|;x,yi)? 
Antw. y _ y^ = ^ ^/^ {x — Xi). 

8) Wo schneidet die Normale die Abscisseuaehse ? 
Autw. Im Abstand - —^ vom Anfangspunkt. 

9) Es soll bewiesen werden, dass die Tangente MT im Punkte 
M{x,yi) den Wiukel halbiert, welchen die von M nach den Brenn- 
punkten gehenden Strahlen miteinander bilden. 

Anl. z. B. Mau zeige (Fig. 39), dass BE : CE = BM : CM. 
(s. IV. A, 19.) 

10) Es sei MT (Fig. 39) die Tangente im Punkte M. Zieht man 
von den beiden Brennpunkten B und die Geraden BM und CM, so 
ist 'l BMT= / CMT. Man mache GM = CM und ziehe CG, dann 
ist /\ C6M gleichschenklig, und TM steht als Halbierungslinie des 
Winkels an der Spitze senkrecht zur Grundlinie CG und halbiert die- 
selbe. ■ — ßer Punkt G heisst deshalb der Gegenpunkt der Tangente 
in Bezug auf den Brennpunkt C. Verlängert man CM bis F so, dass 
MP = BM wird, so ist auch A B^F gleichschenklig, und BT = TF; 
F ist deshalb der Gegenpvmkt der Tangente TM in Bezug auf den 
Brennpunkt B. — Ferner ist CF = BG ^ BM — CM == 2 a; d. h. die 
Entfernung eines Gegenpuuktes vom nicht zugehörigen Brennpunkte 
ist gleich der Hauptachse des Hyperbel. 

Jeder Punkt einer Tangente hat gleiche Abstände vom Gegeupunkt 
derselben und dem BUgehorigen Brennpunkte, — 



y Google 



Die Kegel seil nitte. 115 

11) Fällt maTi von deo beiden Bremipunkteu B und C Lote auf 
eine Tangente MT (Fig. 39) der Hyperbel, so liegen die Fusspuukte 
T nud U auf dem um die Haiiptaclise, als Dnrclimesser, beschriebenen 
Kreise. 

Beweis, Man ziehe vom Mittelpunkt Ä die Geraden AU nud AT, 
so ist in A BCG : AB = AC, Cü = UG; folglich AU = ^ BG = a 
n. s. f. 

(Hieraus folgt eine Konstruktion der Hyperbel mittels einhüllen- 
der Tangenten.) 

12) VoD einem Punkte ausserhalb, Tangenten an eine gezeichnete 
Hyperbel zu ziehen. 

13) Ebenso an eine Hyperbel Tangenten zu ziehen, welche einer 
gegebenen Geraden parallel sind. 

14) Drei Tangenten einer Hyperbel und ein Brennpunkt sind ge- 
geben; man soll den andern Brennpunkt und die Hauptachse dnrch 
Konstruktion finden, 

15) Nach 6) hat der Schnittpunkt der Tangente im Punkte M^(xiy,) 

vom Mittelpunkt A den Abstand — Alle Tangenten des Zweiges 

anf dei positiven Seite der Abscissenachse sebneiden rechts vom An- 
fingspunkt, und alle Tangenten des anderen Zweiges links vom Au- 
tmgspunkt die Abscissenachse. — Je grösser x^ (und folglich auch y^} 
wild, desto mehr nähert sich der Schnittpunkt dem Anfangspunkt; er 
fillt mit diesem zusammen, wenn k^ = CO ist. — Es giebt demnach 
zwei durch den Mittelpunkt gehende Tangenten, welche die Hyperbel 
im Unendlichen berühren. — - Man nennt sie die Asymptoten der 
Hyperbel, — 

Es sollen die Gleichungen der Asymptoten gefunden werden. 

Antw. Man erhält: y ;= — x und y = - x oder auch: 

bx — ay ^ 0, bx + ay = 0. 
Hieraus folgt eine Konstruktion der beiden Asymptoten. — 

16) Die Differenz der Quadrate zwischen einer Ordinate der Asym- 
ptote und einer Ordinate der Hyperbel, welche dieselbe Äbseisse haben, 
ist gleich b^ — 

17) Das Produkt der von den Brennpunkten auf eine beliebige 
Tangente gefällten Lote ist gleich b^ 

18) Wie gross sind für den Punkt M(xiyi) der Hyperbel die 
Taugente, Normale, Subtangente und Subnormale? 
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; —j-y^e^Xj^ — a*; 



19) Das Produkt uns der Normale im Punkte M und dem Ab- 
stand der iu M berührendeu Tangente vom Anfangspunkt ist gleich b^. 

20) Die Tangente in einem beliebigen Punkte M(xjyj) der Hyperbel 
bildet mit den beiden Asymptoten ein Dreieck von konstantem Inhalt. 

Beweis. Die Gleiobungeu der Tangente und der Asymptoten sind : 

a^yiy — b^s^x + a^b^ ^ 

ay -|- bx ^0 

ay — bx =0. 

Hieraiis ergiebt sieh (nach 11, 78) für die Fläche des von diesen 
Geraden eingeschlossenen Dreiecks: 

,=y„ -b^x,, a^l 

. , +h ,0 

i , — b , 



4a%6 
4a-'b' 



ja , b ||a ,- — b ||a, ^bj 

21) Die Koordinaten der Mitte zwischen den Schnittpunkten der 

Geraden y ^= mx -]- n und der Hyperbel sollen bestimmt werden. 

a^mn b^n 

Antiv. Mau findet: x ^ -r-s 3 — s" i ^^t-s s — s" 

b-' — a^m" b^ — a^m- 

(s. die Ableitung in IV. A, 29). 

22) Der Ort der, Mitten aller Sehnen, welche parallel zu der Ge- 
raden y^:mx-|-n sind, ist die durch den Anfangspunkt gehende Ge- 

rade y ^^ — z — '^- — 
■' a*m 

23) Wenn ein Durchmeaser D diejenigen Sehnen halbiert, welche 
einem anderen Durehmesser D^ parallel sind, so halbiert auch D^ alle 
zu D parallelen Sehnen. (Konjugierte Durchmesser.) 

24) Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmesser,? sind 
parallel zum konjugierten Durchmesser. 

25) Eine Hyperbel ist gezeichnet gegeben. — Man soll den Mittel- 
punkt, die Achse, und die Brennpunkte bestimmen. 

26) Schneidet eine Gerade die Hyperbel iu den Punkten P und Q, 
nnd die beiden Asymptoten iu E und S, so ist PR^QS oder auch 
PS = QR. 
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27) Die Gleichung der Geraden zu finden, welche die Berührungs- 
punkte der vom Paokte M(aß) an die Hyperbel a^y^ — b^x^ ^^= — a^b^ 
gezogenen Tangenten verbindet, 

Antw. Man findet auf dieselbe Weise wie in (IV. A, 47) als 
Gleichung der Berührungssehne : 

a'ßy — b = ax + a^bä^O. 

28) Bewegt sich der Punkt M(aß) in voriger Aufgabe auf der 
Geraden ms -|- ny -|- 1 :^ 0, so geht die Berührungssehne durch einen 
festen Punkt, dessen Koordinaten sind: x = — a*m, y^b^n, (Pol 
Lind Polare.) 

29) Wie heisst die Gleichung der Polare in Bezug auf den Brenn- 
punkt (e, 0) als Pol? 

Antw. X = 

Diese Gerade steht senkrecht zur Äbacisseuachse ; sie wird „Leit- 
linie" genannt. — Eine zweite Leitlinie ist die Polare des anderen 

Brennpunktes; dieselbe hat den Abstand — --— vom Mittelpunkt 

der Hyperbel. — 

30} Zieht man von eiueni beliebigen Punkte M, welcher auf der 
Leitlinie L liegt, Tangenten an eine Hyperbel, so steht die Gerade, 
welche M mit dem zugehörigen Brennpunkte verbiudet, senkrecht zur 
Berührungssehne der beiden Tangenten. — 

Sl) Der Abstand des Punktes M(x,yi) der Hyperbel vom Brenn- 

C (e, 0) ist „______ 

CM = y"K'=^)M^l^ = j/xi ^ - 2 ex, + cM--^^ (x, ^- a') 



-V' 



-2ei, +e' 



f a.'' a 

ferner ist der Abstand des Punktes M von der zugehörigen Leitlinie: 

a^ exj — a^ 

' e e 

Dividiert man beide Abstände durch einander, so erhält man dei) 

konstanten Quotient: — Das Verhältnis der Abstände eines Punktes 

a 

der Hyperbel von einem Brennpunkt und der zngehörigen Leitlinie ist 

konstant. 
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32) üuter welcheEi Wiukel a erscheint die Taageute vom Punkte 

M (x^Yi) bis zum Beriihrnngsptinkte P von eiuem Brennpunkte aus? 

* i exj— a^ 

Antw. . cos a =^ - ■--■ 

ar 

wenn r die Entfernung des Punktes M vom Brennpunkte ist. 

Da der Ausdruck für cos a nur von den Koordinaten des Punktes 
M, aber nicht von denen des Berührungspunktes der Tangente ab- 
hängig ist, so gilt der gefandene Ausdruck für beide von M aus 
möglichen Tangenten. Hieraus folgt der Satz: 

Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier Tangenten mit 
eiuem i^ennpunkte verbindet, halbiert den Winkel, welchen die 
Geraden vom Brennpunkte nach den beiden Berührungspankfceu 
miteinander bilden. 

33) Das Stück einer beweghchen Tangente der Hyperbel, welches 
zwischen zwei festen Tangeuten Hegt, erseheint von einem Brennpunkt 
aus nnter konstantem Winkel. 

34) Eine bewegliche Tangente, welche von den beiden Asymptoten 
begrenzt wird, erscheint von den beiden Brennpunkten aus unter Win- 
keln, welche zusammen zwei Rechte betragen. 

35) Jede von den beiden Sebeiteltangenten begrenzte bewegliche 
Tangente erscheint von deu beiden Brennpunkten aus unter rechtem 
Winkel. — 

36} Zieht man durch einen Brennpunkt C die Gerade CD parallel 
zu einer Asymptote; ferner in D die Tangente DE, welche dieselbe 
Asymptote in E trifft, und verbindet man C mit E, so ist /\ CDE recht- 
winklig bei C. 

37) Wie lang ist ein unter dem Winkel 9 gegen die Hauptachse 
geneigter Durchmesser der Hyperbel? 
2 ab 



Autw. d = - 



"V^e^ cos^ cp — a^ 

38) Jeder Durchmesser einer Hyperbel ist die mittlere Proportionale 
zwischen der Hauptachse und derjenigen Brennpuuktssehne, welche dem 
Durchmesser parallel ist. — 

39) Die Gleichung der Hyperbel 

y> = ijCx>^a') (1) 

kann man in zwei Gleichungen ersten Grades zerlegen, welche, mit- 
einander multipliciert, wieder die Gleichung der Hyperbel geben, 
nämlieh : 
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(2) 



-(!<-») 



weuu n irgend ein beliebiger Zalileafaktor ist. — Diejenigen Werte 
von X und y, welche den GleichnDgen {2} zugleich genügen, wei'deu 
auch die Gleichung (1) erfiülen. Diese Werte sind aber die Koordinaten 
des Durchschnittes der beiden Geraden (2), welcher hiernach zugleich 
ein Puuiit der Hyperbel ist. — Indem man in (2) verschiedene Werte 
von n einführt, erhält man beliebig viele Paare von Geraden, deren 
Schnittpunkte auf der Hyperbel liegen. — Man leite hieraus eine Kon- 
struktion der Hyperbel ab, — 

40) Die Hyperbel ist der geometrische Ort eines Punktes P, wel- 
cher von einem ausserhalb eines festen Kreises K gegebenen Punkte M 
und dem Umfang des Kreises K gleiche Abstände hat. 

41) Gegeben die beiden Brennpunkte und die Hauptachse einer 
Hyperbel. Man soll die Durchs chnittspuukte einer gegebenen Geraden 
mit der Hyperbel durch Konstruktion hnden. 

42) Wie beisst die Scheitelgleicbung der Hyperbel? 



|/2bä , h^ . , . 

y = 1/ - — X H „ X'' oder auch 



je nachdem der Scheitel rechts oder links vom Mittelpunkt als 
Anfangspunkt genommen wird. 

Die allgemeine Form dieser Gleichung ist: y ^'jAmx -f- nx^, 
welche demnach eine Hyperbel bedeutet, wenn n ^ ist. (VergL 
IV. Ä, 72.) 

43) Die Gleichung der Hyperbel zu finden, wenn die Hauptachse 
durch den Anfangspunkt geht, und mit der Abscissenachse den Winkel 
abbildet, 

Äntw. Man findet wie in (IV. A, 74): 
(e* cos^ a.- — a^ x^ -j- (e^ sin^ a — a^) y^ -|- 2 e^xy sin a cos« = a*b'. 
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Die allgemeine Form <5ies&r Mittelpunkt Sgl ei cliung ist demuach: 

44) Wenn a = b ist, so wird die Hyperbel eine gleichseitige Hy- 
perbel genannt. — Warum stehen die Asymptoten der gleichseitigen 
Hyperbel, senkrecht aufeinander? Wie heisst in diesem Falle die Glei- 
chung der Hyperbel, wenn mau die Asymptoten als Koordinatenachsen 
annimmt? 

Äntw. 2 xy =: al 

Nimmt man die Hairptaclise als Abscissenaehse, so heisst die Mittel- 
pnnktsgleichung der gleichseitigen Hyperbel y^ — x^ =^ — a^. 

45) Sind die Koordinaten der Brennpunkte (aß), («ißi), und be- 
zeichnet man die Länge der Hauptachse mit 2 a, so soll gezeigt werden, 
dass die Gleichung der Hyperbel die allgemeine Form: 

Äyä + Bx^ + Cxy + Dx + Ey + F - 
annimmt. 

46) Wie heisst die Polargleichung der Hyperbel, wenn ein Brenn- 
punkt als Pol, und der feste Schenkel des veränderliehen Winkels tp 
in der Geraden vom Brennpunkt nach dem Scheitel angenommen wird? 

Antw. r = — I oder r ;= -, — -^ , 

a + e cos cp 1 -j- § cos 9 

wenn p = — , ^ = — also ll> 1. 

47) Ebenso wenn der Pol im Mittelpimkt der Hyperbel liegt? 

Antw. r — -TT — -^ „ . „ 

b'^ cos" 9 — a-'siu^fp 

Anmerkung, Aus der letzten Gleichung folgt, dass r reell ist, 

solange a^sin^ip <; b^ cos^9^ ist. ^ 

Wird a^sin^tp := h^cos^ 9, d.h. tg9=± — , so wird r=:CO- 

(Asymptote.) 

48) Das Rechteck aus den Abschnitten einer Sehne S, welche 
durch den Brennpunkt geht, dividiert durch die ganze Sehne, giebt den 

konstanten Wert -^ — 
2 a 

49) Welche Länge hat die durch eiuen Brennpunkt parallel zu 
einer Asymptote gezogene Gerade, welche an der Hyperbel endet? 
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50) Wie heisst die Mittelpiiuktsgleichung der Hyperbel iii Linien- 
koordinaten ansgedrückt ? 

Antw. a^vi^ — b*v^ = 1. 

51) Die Seheitelgleiciumg der Hyperbel zu finden. 
Antw. b^v^ — 2an+ 1=0. 

52) Die Mittelpunk tsgleiehnng der Hyperbel: 

hH^=^V—\ (1) 

lässt sieb sehreiben: b^v^ = (au -|- 1) (an — 1). 

Die beiden Gleichungen ersten Grades 
by= n (au +1)1 

1 (2) 

bv = — (au — 1) 

in welchen d eine beliebige Zahl ist, geben, niiteinünder multipli eiert, 
die Gleichung (I). Alle Werte von u und v, welche den Gleichungen (2) 
genügen, werden auch die Gleichung der Hyperbel befriedigen. — Die 
Gleichungen (2), welche sich auch auf die Form 

.„_ '•-v+l = 
n 

~au+ bnv + 1=0 
bringen lassen, sind aber die Gleichungen zweier Punkte mit den Koordi- 
naten a, , bez. — a, bn; die Verbindungalinie dieser Punkte ist 

' n " 

daher eine Tangeute der Hyperbel. - — Man leite hieraus eine Kon- 
struktion der Hyperbel durch einhüllende Tangenten ab, — 

53) Wie heisat die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel in Linien- 
koordinaten, wenn mau die Asymptoten als Koordinatenachsen iinnimmt? 

Antw. 2a^uY=l. 

Vermischte Aufgaben. 

54) Die beiden Asymptoten einer Hyperbel und ein Punkt der 
letzteren sind gegeben. — Man soll eine beliebige Anzahl anderer 
Punkte der Hyperbel konstruieren, (s. 26) d. Ahschn. 

55) Von einem Dreieck ist die Grundlinie AB und die Differenz 
der Winkel an derselben gegeben. — Mau soll den Ort des dritten 
Eckpunktes C bestimmen, 

Antw. Man findet eine Hyperhe!, deren Brennpunkte A und E sind. 

56) Legt man durch irgend einen Punkt P der Hyperbel einen 
Kreis, welcher durch die beiden Brennpunkte geht, so schneidet der- 
selbe die Ordinatenaehse in den beiden Punkten, in welchen die Tangente 
und Normale des Punktes P dieselbe treffen. 
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57) Die Darchscbnittspunkte eiuer gegebenen Geraden mit einer 
durch ilire beiden Brennpunkte und die Hauptachse gegebenen Hyperbel 
zu finden. (Eonstruktionsaufgabe.) 

58) Den Ort des Mittelpunktes eines Kreises zu finden, welcher 
auf den beiden Geraden y =; x und y = — x die Sehnen 2 a und 2 b 
abschneidet. 

Antw. Die Gleichung des Ortes ist: 2 xy =; a^ — b^, woraus 
sich eine gleichseitige Hyperbel ergieht, 

59) Zeichnet man nra einen Punkt der Ordinatenachse als Mittel- 
punkt einen Kreis, welcher die Hyperbel berührt, so schneidet derselbe 
a,uf jeder Asymptote eine Sehne von der Länge 2 a ab. 

60) Zieht man im Endpunkt der Brennpunktsordinate einer Hyperbel 
die Tangente, dann ist die Entfernung eines beliebigen Punktes P der 
Hyperbel von diesem Brennpunkte gleich der in P errichteten und bis 
au jene Tangente verlängerten Ordinate, 

61) Die beiden Asymptoten und eine Taugente einer Hyperbel 
sind gegeben. Es sollen beliebig viele andere Tangenten konstruiert 
werden. 

Mit Hülfe von 20) zu lösen. 

62) Der Ort des Schwerpunktes eines Dreiecks, dessen Ecken die 
beiden Brennpunkte und ein beliebiger Punkt der Hyperbel sind, ist 
eine der ersteren koncentrische und ähnliche Hyperbel. 

63) Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, welcher zwei gegebene 
Kreise Kj und Kg berührt, ist eine Hyperbel, welche die Mittelpunkte 
der gegebenen Kreise zu Brennpunkten hat. 



V. Abselinitt. 

Kooi'diiiateii-Verwantllungcii. 

1) Die Koordinaten eines Punktes M sind s und y. — Man soll 
die Koordinaten s'y' desselben Punktes in Bezug auf neue Achsen an- 
geben, welche den ersteren parallel sind, wenn der neue Anfangspunkt 
die Koordinaten a und ß hat. — 

Antw. ^' T=-K — a; y'^y — ß 

oder X ^a + x'; y =ß+y'. 
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2) Aus deu Mitte Ipuuktsg] ei chungeo der Ellipse und Hyperbel die 
Scheitelgleiciiungen derselben abzvileiten. 

3) Aus der Mittelpunktsglezchnng des Kreises x^-|-y^ = r^ die 
allgemeine Gleicliung desselben abaaleiten, wenn a und ß die Koordi- 
naten des neuen Anfangspunktes sind. 

4) Aus der Mittelpunktsgleiehung einer Ellipse oder Hyperbel die 
deicbnugen dieser Kursen zu finden, wenn dieselben auf iieue Koor- 
dinatenachsen bezogen werden, welche den Hauptachsen parallel sind. 
Die Koordinaten des neuen Anfangspunktes seien a und ß, 

Antw. Die Gleichung der Ellipse ist; 
a^jä + b^x^ + Sa^ßy 4-2bVx-i- a^ß^ + bV^ — a^b^^ 
und für die Gleichung der Hyperbel findet niau: 
a3y2 „ jjs^a _j_ 2 aSßy -— 2 b^as + a^ß^ — b^a^ + a^b^ = 0. 

Die allgemeine Form beider Gleiebungen ist: 

AyM-Bx^ + Cx + Dy + E^O, (1) 

oder auch wenn man durch einen der Koeffizienten, etwa durch A, 
dividiert, und nach der Division die neuen Koeffizienten wieder 
mit A, B, C, D bezeichnet: 

j' + AxM-Bx + Cj- + D = (2) 

Die Gleichung enthält die Quadrate der Veränderlichen x und y 
und Glieder mit den ersten Potenzen derselben; es fehlt jedoch das 
Produkt sy. 

Ist A positiv, so bedeutet die Gleicliung eine ElUpse, ist A ne- 
gatiT, eine Hyperbel. — Für A = 1 geht sie in die Gleichung des 



5) Wie heisst die Gleichung der Parabel y^^2px in Bezug auf 
neue, den gegebenen parallele Achsen, wenn a und ß die Koordinaten 
des neuen Anfangspunktes sind? 

Antw. yä ~ 2 px + 2 ßy + ß^ — 2 pcc = 0. 

Mau sieht hieraus, dass die Gleichung (2) im vor. für A = 
eine Parabel bedeutet. — Demnach ist (2J allgemein die Gleichung 
eines Kegelschnittes, dessen Achsen den Koordinatenachsen pa- 
rallel sind. 

6) Man soll aus der Gleichung: 

8y^ + 4x^— 16y+ 16x — 32^0, 
welche nach (4) eine Ellipse bedeutet, die Hauptachsen a und b der- 
selben I 
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[ V. Abscbiiitt. 

Auflösung. — Indem man die Glieder, welche y* iind y eat- 
hal1»D, ebenso diejenigen mit x^ nnd x zu Quadraten ergänzt, er- 
hält die gegebene Gleicbung die Form: 

8(j-l)"+il(i + ü)' = 56. 
Setzt mau in dieser Gleiebung: 
y— l=y', x + 2 = x' oder y = l-fy'; x = — S+x', 
welches eine Parallelverscbiebung der Koordinatenachsen bedeutet, 
so erhält man die Mittelpunktsgleichnng der Ellipse: 
8y'^+4x'^ = 56. 
In dieser Gleichung sind die Koeffizienten von y' nnd x' noch 
nicht gleich a^ imd b^ weil die rechte Seite nicht dem Prodnkt 
der beiden Koeffizienten links gleich ist. — Man multiplieiere die 
Gleichung deshalb mit dem unbestimmten Faktor k, so kommt: 

8ky'^ + 4kx'ä = 56k, 
und bestimme k so, dass: 

8 k ■ 4 k = öfi k 
so wird k = |- — Multiplieiert mau hiermit die Gleichung: 

8y'^ + 4x'ä = 56, 
so erhält man: 

woraus man sieht, dass a=^y 14, b = y 7 ist. 
1) Man bestimme die Achsen der Hyperbel, deren Gleichung ist: 
4 j'^ — x^ — 10 s + 16 y + 7 = 0. 
Autw. a ^ 4, b ^ 2. 

8) Man soll aus der Gleichung: y^ — 8 x -|- 12 y — 10 ^ 0, welche 
s Parabel bedeutet, p bestimmen. 

Antw, p = 4. 

9) Was bedeuten die Gleichungen: 

a) 5 y^ + 3 x^ -I- 24 X + 21 = 

ß) y^+12x — 96 = 

y) 4y= — 3x^—12 x+ 12 = 

S) 16yä— 9k^ — 72x + 64y — 80 = 

I) 2y* + x^+6x + 20y-H59 = 0. 
Aufl. a) Gleichung einer Ellipse, deren Achsen a^3 und 

b = 3 VI sind, 
ß) Gleichung einer Parabel; p = 6. 
Y) Gleichung einer Hyperbel, deren Achsen a^y"8, 

b =^ y"6 sind. 



y Google 



Koordinaten-Verwaadlungen. 125 

8) hat die Form der GleicLuug eiuer Hyperbel. Sie zer- 
fällt jedoch durch die Koordinaten -Verwandlung iii 
das Produkt der beiden Gleichungen: 
4y-(-3x + 20--0 
4y — 3x— 4 = 0, 
d, h, sie bedeutet zwei gerade Linien. (Ausartung der 

Hj perhel ) 

^} Die transfoimierte Gleichung heisst: j = xy — ^, 

welche nui fui x ^ den reellen Wert y = ergieht; 

sie bedeutet demnach einen Punkt. 

10) Die Kooidinaten eines Punktes M sind x und y. — Man soll 

die Koordinaten desselben Puubtes in Bezug auf ein neues Aehsen- 

system bestimmen, dessen Anfangspunkt mit dem des ersten Systems 

zusammenfällt. Die neue X Achse bildet den Winkel 9 mit der früheren 



Antw. Die Beziehungen zwischen den neuen Koordinaten 
und j' des Produktes M, und x, y sind; 



oder: 



= X cos cp — y sin fp 

= yc 

11) Was bedeutet die Gleichung xy = 6? 

Antw. Man drehe die Achsen nm den Winkel 9; die gegebene 
Gleichung heisst alsdann: 

(x' cos fp — y' sin (p) (x' sin 9 + y' cos 9) = 6 
oder: 

x'^sin 9 cos 9 — y'^sin 9 cos 9 -|- x'y'(cos^ 9 — sin^9) = 6. 
Der Wiutel 9 kann so gewählt werden, dass das Produkt x'y' 
herausfällt. Dazu ist erforderlich, dass cos^9 — sin^ 9 = oder 
tg 9 = 1, 9^45° ist. Setzt mau diesen Wert ein, so heisst 
die Gleichung der Kurve: 

*x'ä — iy'= = 6 
oder: y'^- — x'*=^ — 12. 

Dies ist aber die Mitte Ipuuktsgl eich uug einer gleichseitigen Hyperbel, 
deren Achsen a = b^'l^l2 sind. 

12) Das Glied xy lässt sich durch eine Drehung der Achsen um 
den Anfangspunkt aus jeder Gleichung einer Kurve zweiten Grades be- 
seitigen. 

Beweis. Die Gleichung sei allgemein: 

y« + ax^ + bxy + ex H- dy + e = 0. 
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Um tlie Gleichung in Bezug auf die um den Wiukel cp gedrehten 
Achsen zu hestimmeu, sind für x und y die Wevte aus 11) einzu- 
setzen. "Dies gieht: 
(x'sinip -j- j' cos 9)^H- a (s' cos 9 — y'sin cp)^ 

-\~ h (x' cos tp — y' sin 9) (x' sin 9 + y' cos 9) 
+ c(x'co3 9 —y'sin 9) 
-\- d (x' sin 9 -|- y' cos 9) -^ e = 0, 
Der Koeffizient von x'y' heisst: 

2 sin 9 cos 9 — 2 a siu 9 cos 9 -[- h (cos^ 9 — sin^ 9). 
Man hestimme den Winkel 9 so, dass dieser Koeffizient gleich 
Null wird, tlaun ergiebt sich der Wert von 9 aus der Gleichung: 

tg29 = -lT 

Hieraus lässt sich 9 immer bestimmen. (Der einzig mögliche 
Ausnahmefall, wo 9 uubestimmt bleibt, ist der, wenn b = und 
gleichzeitig a =^ 1 ist. — Die Gleichung geht aber für diesen Fall 
in die allgemeine Gleichung des Kreises über, in welcher ja das 
Produkt xy überhaupt nicht vorkommt.) 

Ist a = 1 und b nicht gleich Nnll , so wird ig 2 9 =; CO, 
29 = 90°, 9 = 45°. — Wenn also in einer Gleichung zweiten 
Grades die Koeffizienten von x^ und y^ gleich 1, oder überhaupt 
einander gleich sind, so wird das Produkt xy durch eine Drehung 
der Achsen am einen Winkel von 45° beseitigt. — 

13) Aus der Gleichimg der Kurve zweiten Grades: 

das Produkt xy fortzuschaffen. — 

Antw. Durch Drehung der Achsen um -15' nimmt die Gleichung 
die Form an: 

y._ 2x^^-4. 
Dieselbe bedeutet demnach eine Hyperbel, deren Achsen a = y"2, 
b ^ 2 sind. 

14) Die Bezielmngen zwischen den Koordinaten des Punktes M(x^y^) 
und den auf ein beliebiges anderes Aehsensystem bezogenen Koordinaten 
x'y' desselben Punktes zu finden. Der neue Anfangspunkt habe die 
Koordinaten a und ß, und die neue Absei ssenachse bilde mit der früheren 
den Winkel 9, 

Antw. X =; a -|- x' cos 9 - — y' siu 9 

y=ß + x'£in9-|-y'cos9. 
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15) Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes M(xy) sollen 
durch die Polarkoordiuaten, r und 9, desselben ausgedrückt werden. — 

Liegt der Pol . im Anfangspunkt der rechtwinkligen Koordinaten, 
und rechnet man den veränderlichen Winkel (p von der positiven Rich- 
tung der Äbseisseuachse ans, so hat man; 



X ^ r cos cp, y = r sin 9; ferner r = "J/ x^ -\- y^, tg 9 = — . 

Hat der Fol die Koordinaten a und ß und bildet der feste Schenkel 
des Winkels 9 mit der X Achse den Winkel w, so ist: 

X = a 4- r cos (w -j- ?) 1 j = ß -|- r sin (w -|- 9). 

16) Welche Kurve ist in der Polarsleichung: r ^ -; 

sm 9 — a cos 9 

enthalten? 

Antw, Dnreh Umwandlung in eine Gleichung zwischen recht- 
winkligen Koordinaten erhält dieselbe die Form y = ax-l-b, und 
bedeutet deshalb eine Gerade. 

17) Aus den Mittelpunktsgleichungen der Ellipse und Hyperbel die 
Pol argleic hangen derselben, sowohl für den Mittelpunkt, wie für einen 
Brennpunkt als Pol, zu finden. 

18) Ebenso die in IV, B, 46 angegebene Pol ar gleich ung der Parabel 
aus ihrer Seh eitel gl eich ung zu finden. 

Übergang von rechtwinkligen Koordinaten zu 
schiefwinkligen. 

19) Die Koordinaten des Punktes M seien x, y; die neue XAchse 
falle mit der früheren zusammen und der Winkel zwischen den neuen 
Achsen sei 9. — Sind nun x', y' die schiefwinkligen Koordinaten des 
Punktes M, so findet man leicht: 

X = s' + y' cos 9 
y = y' sin 9. 

20) Bildet die neue SAcbse mit der früheren den Winke] w, und 
sind die Koordinaten des neuen Anfangspunktes a. und ß, der Winkel 
zwischen den neuen Achsen gleich 9, so hat man: 

X = a -(- x' cos w + y' cos {w + 9) 
y = ß + x' sin (0 + y' sin {« + 9). 

21) Zu beweisen, dass die Gleichungen der Ellipse und der Hyperbel, 
bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser aj und b^ als Koordinaten- 
achsen, sind: 

aj^y^^ -j- b^^yi^ = a^^b, ^ bez. a^^yj ^ — bj^Xj ^= — aj^bj^. 
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128 V, Atecliiiitt. 

22) Die allgemeine Gleichung zweiten Grades: 

ys ^ ax^ _[, bj-y ^ ex + dy + e = 
bedeutet stets einen Kegelschnitt, Mau kann nämlich nach 12) das 
Glied xy immer durch eine Koordinatenverwandluug fortschaffen, wo- 
durch die Gleichung auf die Form der Gleichung 2 m i) gebracht 
wird. — Um noch ein Kennzeichen zu einhalten, welchen Kegelschnitt 
die allgemeine Gleichung darstellt, sucht man zu ermitteln, ob die 
Kurve unendlich ferne Punkte hat, oder nicht, — Die Gleichung giebt, 
nach y aufgelöst: 

- (bx + d) ± -y^lb^ — Taj'x^ -j- 2- (bd — 2 c) x + d^ — 4 e 
2 
Es sei nun: 

1) b^ — 4a>0, dann kann x sowohl nach positiver als nega- 
tiver Seite unendlich werden. — Man erhält also vier unend- 
liche Zweige. — Die Gleichung bedeutet eine Hyperbel. Ist 
zugleich noch bd — 2 c =^ und d^ — 4 e = so heisst 
die Gleichung: 

_ — (bx + (l)+xy"b^— 4ä 
^~ 2 

welche zwei Geraden bedeutet. 

2) b^ — 4a<^0. In diesenj Falle muss x endlich bleiben, 
wenn y reell sein soll. — Die Kurve ist eine Ellipse, welche 
als besonderen Fall den Kreis einschliesst, — Ist gleichzeitig 
bd ~ 2 e = 0, d^ — 4 e == so ist y um- für x = reell. 
- — Man erhält in die.'^em Falle nur einen Punkt. — 

3) b^ — -4a = 0. X kann, wenn bd — 2c positiv ist, nur 
nach positiver Seite, und wenn bd — 2 c -CO, nur nach 
negativer Seite unendlich werden, — Die Kurve hat zwei 
unendliche Zweige, ist also eine Parabel, Ist zugleich 
bd ^ 2 c = 0, so heisst die Gleichung: 

— (hx + d) + Y¥^^i~e 

y ~ - — -^ - 

welche, wenn d^ — 4e ^ zwei parallele Geraden darstellt. — 
Ist b d — ■ 2 c ^ und zugleich d ^ — 4 e ^^ 0, dann fallen 
beide Geraden zusammen. ■ — Wenu aber d^ — 4e<^0, so 
' ist für jeden Wert von x das zugehörige y imaginär. — 

23) Die allgemeine Bedingung anzugeben, unter welcher die Glei- 
chung einer Kurve zweiten Grades in das Produkt aus den Gleichungen 
zweier Geraden zerfällt. 
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Antw. 



_ {bx + d) + Yi^"— 4 a) x^ + 2 (bd — 2 c ) x + d^ — 4 e 
ist y _ _^ — - 2 ~~~ 

so muss der Aasdrack unter der Wurzel ein Quadrat sein. — Dies 
iat der Fall, wenn: 

(bd — 2 c}ä = (b^ — 4 a) (d« — 4 e). 

24) Sind in der allgemeinen Gleichung c und d gleich Null, so 
erhält sie die Form: 

y* + ax^ + hxj -f- e ^^0. 
Genügen x ^: a nnd y =^ ß, so ist dasselbe auch mit den Werten: 
x = — a und y =; — -ß der FalJ. — Die Gleichung ist demnach die 
Mittelpunktsgleichong eines Kegelschnittes, jedoch nicht auf die Haupt- 
achsen bezogen. — 

25) Welche Bedeutung haben die Gleichungen: 

1) y= + 2x^ + 6xy— 4x+ y— 8 = 

2) y^+6x2 + 5xy+10x+ 2y — 24 = 

3) yü_[_4x2^2xy— 8x+12y— 2=0 

4) yä + 8 x^ -1- 2 xy + 10 X -i- 10 y + 25 = 

5) yä + 4x^-1-4 xy—16x = 

6)y^ + 4x^ + 4xy+ 2y+ 4x— 15 = 

7) y^ + Sx'i— 6xy — 12x+ 4y+ 4 = 0. 
Antw. 1) stellt eiue Hyperbel dar. 

2) zwei gerade Linien, deren Gteichungen sind: 

y + 2x + 6 = 0, y + 3x — 4 = 0. 

3) bedeutet eine Ellipse, 

4) giebt nur einen Punkt, dessen Koordinaten und 
— 5 sind. 

5) ist die Gleichung einer Parabel. 

6) bedeutet zwei parallele Geraden, deren Gleichungen 
sind: y + 2x — 3 = 0, y + 2x4-5 = 0. 

7) zwei zusammenfallende Geraden, deren gemeinschaft- 
liche Gleichung ist: y — 3 x -j- 2 = 0. 
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VI. Abschnitt. 

A. Die Kurven zweiter Ordnung «ml zweiter Klasse. 

1) Die höchste Dimension, in welcher die Veränderlieheu x und j 
in der Gleichung einer Kurve vorltommen, heisst die Ordnung der 
Kurve; ist aber ihre Gleichung in Liuienkoordinaten gegeben, so heis&t 
die höchste Dimension der u uud v die Klasse der Kurve. — Im fol- 
genden soll gezeigt werden, dass alle Kurven zweiter Ordnung auch 
zugleich Kurven zweiter Klasse sind und zwar diejenigen, welche schon 
in den froheren Abschnitten als Kegelschnitte bezeichnet wurden. 

2) Die Schnittpunkte eut- Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Strahlen zweier pro- sprechender Punkte zweier projek- 



jektivischen Strahlenbüaehel, welche 
nicht in perspektivischer Lage sind, 
und deren Mittelpunkt« S( und Sg 
nicht zusammenfallen, bilden eine 
Kurve zweiter Ordnung. Fig. 40. 



tivischen Punktreihen, welche nicht 
in perspektivischer Lage sind, und 
deren Träger a und ß nicht zu- 
sammenfallen, umhüllen eine Kurve 
zweiter Klasse. Fig. 41, 





Sind nämlich: 

G, + kGj = 1 



(l) 



(O 



Sind nämlich: 

,nd Hl -hkHj = 0| '•'' und Qj +kQ2 = oi 

die Gleichungen der beiden Büschel, die Gleichungen der beiden Punkt- 

so ergiebt sich der Ort der Schnitt- reihen, so ergiebt sich die Gleichung 

punkte entsprechender Strahlen der von den Verbindungslinien ent- 

durch Elimination des veräuder- sprechender Punkte eingehüllten 

liehen Faktors k. IVIan erhält dem- Kurve durch Elimination des ver- 



y Google 



A. Die Kurven zweiter Ordnuüg und zweiter Klasse 



13t 



uacli als Gleichung des Ortes: 



oder auch: 



= 



Da hiei-in Gi, Gg, B^ und H^ 
Funktionen ersten Grades Ton x 
und y sind, so folgt, dass die ge- 
fundene Gleichung vom zweiten 
Grade ist. 

Die Kurve geht durch die bei- 
den Mittelpunkte S, und S^, weil 
S^ der Schnittpunkt der Geraden: 
G, =0, Gä=0 ■ (3) 
und §2 der Schnittpunkt der Ge- 
raden : 

Hi=0, Hj = . (4) 
ist. — Für diejenigen Werte von 
X und y, welche den Gleichungen 
(3) oder den Gleichungen (4) zu- 
gleich genügen, verschwindet auch 
die linke Seite von (2). 



änderlichen Faktors k. Mau erhalt 

demnach als Gleichung der Kurve: 

PiQä— P2Q1 ==^0 

IPiPal 



(2) oder auch: 



U^O 



(2-) 



Da hierin Pi, P^, Qi, Qg Funk- 
tionen ersten Grades von u und v 
sind, so folgt, dass die gefundene 
Gleichung vom zweiten Grade ist. 



Die Kurve berührt die beiden 
Träger a und ß, weil a die Ver- 
bindungslinie der Punkte: 

pj =0, P, =0 ■ (3') 
und ß die Verbindungslinie der 
Punkte: 

Qj^O, Qa=0 ■ (4') 
ist. — Für diejenigen Werte von 
u und V, welche den Gleichungen 
(3') oder den Gleichungen (4') zu- 
gleich genügen, verschwindet auch 
die linke Seite von (2'), 
Beispiele hierzu sind die Ellipsenkonstruktiouen in (IV. A, 66), 
wo zwei ähnliche Punktreihen YiTaTa • • ■' ^i^s^s ■ ■ ■ »us den 
Mittelpunkten J bez. H projiciert werden. Ferner (IV. A, 82) 
Fig. 3 1 , wo die Punktreihe FG durch zwei perspektivische Strahlen- 
büschel mit den Mittelpunkten D und H auf HJ und JK projiciert 
wird. — Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der da- 
durch bestimmten projektiv! sehen Punktreiheu (wie z. B. PQ) sind 
Tangenten der Kurve. 

Wird die Gleichung (2') ent- 
wickelt, und nach Potenzen von 
u und V geordnet, so erhält sie 
die Form: 

v2+AuM-Buv+Cu+Dv-|-E = 0. 
v^ hat den Faktor 1, da man die 
Gleichung durch deu etwaigen Fak- 
tor von v^ dividieren kann. 



Wird die Gleichung (2) ent- 
wickelt, und nach Potenzen von x 
und y geordnet, so erhält sie die 
Form: 

yS4.ax^-f-hsy + cx + dy + e-0. 
(y* bat deu Faktor 1, da man die 
Gleichung durch den etwaigen Fak- 
tor von y^ dividieren kann.) 
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VI Ateclmitt. 



3) Eine Kurve zweiter Ord- Durch eiuen Punkt lassen sieb 
nang kann von einer Geraden nur an eine Kurve zweiter Klasse nur 
inzweiPunkten gesclinittenwerden. zwei Tangenten ziehen. — 

Beweis leicht. 

4) Eine Kurve zweiter Ord- Eine Kurve zweiter Klasse ist 
nung ist durch 5 Punkte, von denen durch 5 Tangenten, von denen 
jedoch nicht drei in gerader Linie jedoch nicht drei durch einen Punkt 
liegen dürfen, bestimmt. gehen dürfen, hestimmt. 

Die allgemeine Gleichung der Kurve zweiter Ordnung bez. Klasse 
enthält nämlich 5 Konstanten. Die Nebenbedingung ergiebt sich aus (3). 



5) Aus Ö gegebenen Punkten 
einer Kurve zweiter Ordnung andere 
Punkte der Kurve zu konstruieren. 

Änl. zur Auflösung. Man be- 
trachte zwei der gegebenen Punkte 
als Mittelpunkte von projektivi- 
schen Strahlenbüscheln und proji- 
ciere aus diesen die drei andereu 
Punkte. Da nun 3 Paare ent- 
sprechender Strahlen der Büschel 
gegeben sind, so kann man zu 
einem beliebigen vierten Strahle 
des einen Büschels den entsprechen- 
den Strahl des andern bestimmen. 
Der Schnittpunkt dieser Strahlen 
ist ein neuer Punkt der Kurve. 



Aus 5 gegebeneu Tangenten 
einer Kurve zweiter Klasse andere 
Tangenten der Kurve zu kou- 
struiereu. 

Anl. zur Auflösung. Man be- 
trachte zwei der gegebenen Tangen- 
ten als Träger von zwei projekti- 
vischen Punktreihen; die drei an- 
deren Tangenteu sind dann die 
Verbindungslinien entsprechender 
Punkte. — Da nun drei Paare 
entsprechender Punkte der Reihen 
gegeben sind, so kann man zu einem 
beliebigen vierteu Punkte der einen 
Reihe den entsprechendeu Punkt 
der anderen bestimmen. - — Die 
Verbindungslinie dieser Puukte ist 
eine neue Tangente der Kurve, 
(s. II. A, 134, 135.) 



Satz des Pascal. 

6) In jedem einer Kurve zwei- 
terOrduung einbesch rieben en Sechs- 
eck schneiden sich die drei Paare 
gegenüberliegender Seiten in Punk- 
ten einer Geraden. Fig. 42. 

Betrachtet man nämheh die 
Punkte 2 und 6 als Mittelpunkte 
von zwei projektivischeu Strahlen- 



Satz des Brianchou. 

In jedem einer Kurve zweiter 
Klasse umbesehriebeuen Sechsseit 
sehneiden sich die Verbindungs- 
linien der gegenüberliegeuden Eck- 
punkte in einem Punkte, Fig. 43. 

Betrachtet man nämlich die 
beiden Tangenten a und ß als 
Träger der beiden projektivischeu 
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büschelu, so sehneiden dieselben Paaktreihen a, 4 . , . , a , 5, . . . 
auf den Geraden 45, bez. 34 pro- und projiciert dieselben durch die 
jektivisehe Puuktreihen aus, welche Büschel mit den Mittelpunkten S^ 




bez. Sä, so haben diese Büschel 
den Strahl a'a entsprechend ge- 
meinschaftlich, — Sie liegen also 
perspektivisch und die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
müs-sen deshalb auf einer Geraden 
liegen. Solche Punkte sind aber 
6, m und 3. ■ — Folglich gehen 
auch die drei Geraden Si4, S^ö, 
6 3 durch einen Punkt m. 

Mit Hülfe dieser Sätze löse mau auch die Aufgaben Ö). 

Man beweise die folgenden speciellen Fälle der Sätze von Pascal 
und Brianchon: 



den Punkt 4 entsprechend gemein- 
schaftlich haben und deshalb per- 
spektivisch liegen. Die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte, 
wie 33', 55', AG schneiden sich 
deshalb in einem Punkte E. — ■ 
Folglich liegen A, B und C in 
«ioer Geraden. 



7) Ist ein Fünfeck 12 3 4 5 
«iner Kurve zweiter Ordnung ein- 
beschrieben, so schneiden sich die 
abwechselnd liegenden Seiten 1 2 
und 3 4, ferner 2 3 uud 4 6, eud- 
lich 1 5 und die Tangente im 
gegenüberliegenden Eckpunkte 3, 
in drei Punkten einer GeraJilen. 

8) Ist ein Viereck 12 3 4 einer 
Kurve zweiter Ordnung einbe- 



Ist ein Fünfseit 12 3 4 5 einer 
Kurve zweiter Klasse umbeschrie- 
ben, so gehen die Verbindungs- 
linien der Schnittpunkte 1 und 4; 
2 und 5, endlich die von 3 mit 
dem Berührungspunkte der gegen- 
überliegenden Tangente 1 5 durch 
einen Punkt. 

Ist ein VierseTt einer Kurve 
zweiter Klasse umbeschrieben, so 
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schrieben, so treffen sieh die Seite 
1 2 und die Tangente in 3; die 
Seite 3 4 und die Tangente in 2, 
endlieh die Seiten 2 3 \ind 1 4 in 
Punkten einer Geraden. 

9) Ist ein Dreieck einer Kurve 
zweiter Ordnung einbeschrieben, so 
liegen die drei Punkte, in welchen 
die drei Seiten bez. die Tangenten 
in den gegenüberHegeudeu Eck- 
punkten treffen, auf einer Geraden. 

10) Vier Funkle einer Kurve 
zweiter Ordnung und die Tangente 
in einem dieser Punkte sind ge- 
geben. Man soü andere Punkte 
der Kurve konstruieren. 

11) Drei Punkte einer Kurve 
zweiter Ordnung, und die Tangen- 
ten in zwei von diesen Punkten 
sind gegeben; mau soll andere 
Punkte der Kurve bestimmen. 



schneiden sieh die beiden Diago- 
nalen und die Verbindungslinien 
der Berührungspunkte zweier gegen- 
überliegenden Seiten in einem 
Punkte. 

Ist ein Dreiseit einer Kurve 
zweiter Klasse umbeschrieben, so 
gehen die Verbindungslinien d er- 
Ecken mit den Berührungspunkten 
der gegenüberliegenden Seiten durch 
einen Punkt. 

Vier Taugenten einer Kurve 
zweiter Klasse und der Berührungs- 
punkt einer dieser Tangenten sind 
gegeben. — Man soll andere 
Tangenten der Kurve konstruieren. 

Drei Tangenten einer Kurve 
zweiter Klasse, und die Berührungs- 
punkte von zweien dieser Tangen- 
ten sind gegeben; man soll andere 
Tangenten der Kurve bestimmen. 



Lösung von Aufgaben zweiten Grades. 

12) Eine Gerade G schneidet eine Kurve zweiter Ordnung im all- 
gemeinen in zwei Punkten. — Nimmt man auf der Kurve zwei belie- 
bige Punkte als Mittelpunkte von zwei projekti vi sehen Strableubüseheln 
an, welche die übrigen Punkte der Kurve auf G projicieren, so ent- 
stehen auf der letzteren zwei projekiivisehe Punktreihen. In den Schnitt- 
punkten der Geraden G mit der Kun^e treffen sich je zwei entsprechende 
Strahlen der beiden Büschel, daher fallen in jedem dieser Punkte 
zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen zusammen. — Hieraus 
folgt: 

In zwei projektivischen Punktreihen, welche denselben Träger haben, 
sind stets zwei Punkte vorhanden, welche mit ihren entsprechenden 
zusammenfallen. Man nennt dieselben die Doppelpunkte der beiden 
Reihen. — 

Um die Doppelpunkte von zwei projektivischen Punktreihen zu 
finden, nimmt man irgend eine Kurve zweiter Ordnung, also am ein- 
fachsten einen gezeichneten Kreis K zu Hülfe. Es seien I, II, III 
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und 1, 2, 3 (Fig. 44} drei Paare entsprechender Pnntte von zwei pro- 
jektivischen Pnnktreihen , welche heide auf der Geraden a liegen. — 
Auf dem Hülfskreise K wähle man den Punkt S beliebig als Mittel- 
punkt zweier projekti vischen Strahlenbüachel , welche die gegebenen 




Punkte projicieren. — Die Strahlen des einen Büschels S (I II III) treffen 
den Kreis in Ä, B, C; die Strahlen des zweiten Büschels S(l, 2, 3) 
in a, b und c, Projiciert man nun die Punkte a, b, c ans dem Mittel- 
punkte A und die Punkte A, B, C aus dern Mittelpunkte a, so sind 
diese beiden Büschel pvojektiviseh, denu; 

A(a, b, c) ist projektivisch S (a, b, c) oder S(l, 2, 3), 
a{A, B,C) „ „ S(Ä,B, C) „ S (1,11, III). 

Nach Voraussetzung sind aber die Büschel 8 (1, 2, 3) und S (I, II, III) 
projektivisch, folglich auch A (a, b, c) und a (A, B, C). — Die beiden 
letzteren haben den Strahl Aa entsprechend gemeinschaftlich, folglich 
sind diese Büschel in perspektivischer Lage, und die Schnittpunkte ihrer 
entsprechenden Strahlen liegen auf einer Geraden. — Nun schneiden 
sich Ac und aC in M; Ab und aB in N; zieht man also MN, so 
schneidet diese Gerade den Kreis in X' und Y'. — In jedem dieser 
beiden letzten Punkte schneiden sich also entsprechende Strahlen der 
Büsche! A(a, b, c) und a (A, B, C). Die Strahlen SX' und SY' sind 
demnach zwei sich selbst entsprechende Strahlen (Doppelstrahlen} der 
Büschel S (I, II, IIIJ und S (!, 2, 3J, und somit schneiden dieselben auf 
a die gesuchten Doppelpunkte X und Y der gegebenen Reihen aus. 
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Mit Hülfe des Torsfcehenden Satzes lassen sich nun Aufgaben zweiten 
Grades lösen, wenn man einen gezeichneten Kreis zu Hülfe nimmt. 

Man bestimme die Durehsehnittspunkte einer gegebenen Geraden 
mit einer durch 5 Punkte gegebenen Kurve zweiter Ordnung. 

13) Ein Dreieck zu konstruieren, dessen Seiten durch drei gegebene 
Punkte Si, Sa und Sg gehen, und dessen Ecken auf drei gegebenen 
Geraden a, ß und f liegen. — Fig. 45. 

Aufl. Man projieiere einen beliebigen Punkt D der Geraden a 
aus Si naoli ß; von hier aus 8^ nach Yi und nun weiter von Sg 
aus zurück nach et, so 
erhält man in dieser 
Geraden den Punkt d. 
— Wenn dieser letz- 
tere mit D zusammen- 
gefallen wäre, so hätte 
mau das gesuchte Drei- 
eck gefunden. Proji- 
ciert man nun noch 
zwei andere Punkte E 
und F auf dieselbe 
Weise wie D uaeh e 
und f, zurück auf die 
Gerade a, so sind D, E, F und d, e, f drei Paare entsprechender 
Punkte von zwei auf a liegenden projektivisoheu Punktreihen {denn 
die Büschel S,, Sg, 83 liegen paarweise perspektivisch). Man kon- 
struiere nun nach 12) die Doppelpunkte A und a beider Reihen, 
dann kann jeder derselben als ein erster Eckpunkt des gesuchten 
Dreiecks betrachtet werden, — Ea giebt deshalb zwei Dreiecke 
ABC und abc, welche der Aufgabe genügen. — 

14) Auf gleiche Weise löse mau die Aufgabe: Eiu Vieleck zu 
konstruieren, dessen Seiten' durch gegebene Punkte gehen, und dessen 
Ecken iu gegebenen Geraden liegen, 

15) Fünf Tangenten einer Kurve zweiter Klasse sind gegeben. — 
Mau soll die Tangenten konstruieren, welche sich von einem gegebenen 
Punkte S an die Kurve legen lassen. 

Aufl. Drei der gegebenen Tangenten z. B. ß, Y ^^^ § (^ig- ^^) 
schneiden auf den beiden andenx a und ^ die projektivischen 
Punktreihen I, II, III und bez. 1, 2, 3 ab. Man konstruiere nun 
die Doppelstrahlen ST und SU der beiden projektivischen Büschel 
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S(I, n, III) und S(l, 2, 3), so werden diese die beiden gesuchten 
TaugeDten sein. 




16) In einen Kreis (oder in eine Kurve zweiter Ordnnng) ein 
Dreieck zn legen, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte gehen. 

17) Einem Kreis (oder einer Kurve zweiter Klasse) ein Di-eieck zu 
mnsehreiben, dessen Ecken auf gegebenen Geraden liegen. 

18) Ein Dreieck zu zeichnen, dessen Ecken auf gegebenen Geraden 
liegen, und dessen Seiten drei gegebenen Geraden parallel sind. 

19) Ein Vieleck zu zeichnen, dessen Ecken auf gegebenen Geraden 
liegen, und dessen Seiten gegebenen Geraden parallel sind, 

20) Es soll einem Dreieck ein Quadrat einbeseli rieben werden, 
dessen Grundlinie in einer Dreiecksseite liegt, während zwei Eckpunkte 
auf die beiden andern Seiten des Dreiecks fallen. ■ — 



Pol und Polare. 



21) Die allgemeinste Gleichung 
einer Kurve zweiter Ordming ist: 
ay3 + bx^ + 2cxy + 2dy 
+ 2ex + f=0 ■ ■ (1) 
Es sollen nun zunächst die Koor- 
dinaten der Punkte gefunden wer- 
den, in welchen die Verbiudungs- 



Die allgemeinste Gleichung 
einer Kurve zweiter Klasse ist: 
AY^-j-Bu^-f2Cuv + 2Dv 
-f2Eu + F = ■ • (1) 
Es sollen nun zunächst die Koor- 
dinaten der Tangenten gefunden 
werden, welche von dem Schnitt- 
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VI, Absolinitt. 



linie zweier gegeben Gu Paukte 
^^li^iyi)- ^^{xaya) die Kurve 
schneidet. 

Die Koordinaten eines belie- 
bigen Punktes, welcher auf M^M^ 
liegt, sind: 



. (I, 8). 



l + k" ' l+k 
Soll dieser Pnnkt anf der Kurve {1} 
liegen, so müssen seine Koordinaten 
der Gleichung (1) geniigen. — Man 
erhält demnach zur Bestimmung 
von k die Gleichung; 

P + 2Q-k + Rk^ = ■ (2) 
In dieser Gleichung ist: 
P^ay,ä + bxj^ + 2cxiy, 

+ 2dy, +2ex, +f. 
Q = ay,ya + '"«i^ + cji^a 

+ cxiys +dyi -\- &J2 
+ exi + exj + f. 
E ^ a,j2 ^ + bxg ^ + Scx^yj 

+ 2dy, + 2es, +f. 
Die Auflösung der Gleichung 
(2) giebt: 



k = - 



-QiLT^Q"— PR 



R 



Man erhält demnach zwei Schnitt- 
punkte, welche mit den beiden ge- 
gebenen Punkten ein gewisses 
Doppel Verhältnis bilden. 

Von besonderem Interesse ist 
der Fall, wenn Q = ist. — Für 



punkte der beiden Geraden PiCu^v,), 
PsC^'s^a) ^^ ^^^ Kurve gezogen 
werden können. 

Die Koordinaten einer belie- 
bigen Geraden, welche durch den 
Schnittpunkt von Pj und P^ gehl, 
sind: 

Soll diese Gerade die Kurve be- 
rühren, so müssen ihre Koordinaten 
der Gleichung (1) genügen, — Man 
erhält demnach zur Bestimmung 
von k die Gleichung; 

p + 2ql< + rk' = . (2) 
In dieser Gleichung ist: 
p = Av,' + Bn/ + 2Cu,v, 

+ 2Dv, +2Eu,+F. 
q = Av,v, +Bu,ii, + Cv,n, 

+ Cu,Vj+Dv, -I-Dv, 
+ Eo, + En, + F. 
r = Av,' + Bu," + 2Co,v, 

+ 2Dv, -[-2Eu, +P. 
Die Auflösung der Gleichung 

(2) giobt: 

^ ^ — q X Yq^ — PJ^ , 

q 

Man erhält demnach zwei Tangen- 
ten, welche mit den beiden ge- 
geben eu Geraden P^ und Pg ein 
gewisses Doppel Verhältnis bilden. 

Von besonderem Interesse ist 
der Fall, wenn q = ist. Für k er- 



-y^- 



k erhält mau : 

Bezeichnet man die Punkte, welche 
diesen beiden Werten von k ent- 
sprechen, mit Nj und N^, so sind 
nach (II, 129 und 131) die Pantte 



hält 11 



1 alsdann: k , 



-l/^- 



Bezeichnet mau die Tangenten, 
welche diesen beiden Werten von 
k entsprechen, mit Sj und S^, so 
sind nach (II, 131) Pj, P^, S, u. S^ 
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Ml, Mg, Ni üud Njj vier harmo- 
nische Punkte. Es ist nämlich 
das Abstands Verhältnis des Punktes 
N^ von M^ Tiud Mg demjenigen 
des Punktes N^ von M^ und M^ 
gleich. 

Die Gleichung Q = ist in 
Bezug auf Sj, y^ sowohl als auch 
in Bezug auf x^, y^ vom ersten 
Grade. Nimmt mau also den Punkt 
M2(xgya) als fest und Mi(xiyi) 
als beweglich an, so bedeutet die 
Gleichung Q =; eine Gerade, die 
Polare des Pnnktes M^ als Pol. 
Jede durch M^ gehende Gerade 
schneidet die Polare und die Kurve 
in drei Punkten, welche mit M^ 
eine Gruppe von 4 harmonischen 
Punkten bilden. — - Ebenso bedeutet 



vier harmonische Strahlen. Es 
ist nämlich das Äbsfcandsverhältnis 
des Strahles Sj von Pj und P^ 
demjenigen des Strahles S^ von 
Pj und Pj gleich. 

Die Gleichung q =^ ist in 
Bezug auf Uj, Vj sowohl als auch 
in Bezug auf u^, v^ vom ersten 
Grade. Ninmit man also den Strahl 
Pa (ugv^) als fest und Pj (a^Y^) 
als beweglich an, so bedeutet die 
Gleichung q::=0 einen Punkt, den 
Pol der Geraden P^ als Polare. 
Von jedem Punkte der Geraden 
Pg, z. B. von R, kann man zwei 
Tangenten an die Kurve ziehen, 
welche mit P^ und der von R nach 
dem Pol von P^ gehenden Geraden 



Q^z^O die Gleichung der Polare eine Gruppe von 4 harmonischen 



des Punktes Mj, wenn der letztere 
fest und Mg beweglich angenom- 
men wird. 



Weil die Vertauschung von 
s, irnd y^ mit Xg und y^ die 
Gleichung Q = nicht ändert, so 
folgt noch weiter: 

Liegt Mj auf der Polare von 
Mg, so geht die Polare von M^ 
durch Mg, oder: 

• Bewegt sich M-, auf der Po- 
lare von Mg, so dreht sich die 
Polare von M, um Mg. 



Strahlen bilden. — Ebenso bedeutet 
q ^ die Gleichuug des Pols der 
Geraden P^ , wenn die letztere 
fest, und Pg beweglieh angenommen 
wird. 

Weil die Vertauschung von 
u^ und v^ mit Ug und Vg die 
Gleichung q = nicht ändert, so 
folgt noch weiter; 

Geht Pi durch den Pol von 
Pg, so liegt der Pol von P^ auf Pg, 
oder: 

Dreht sich Pj i^m den Pol von 
Pj, so bewegt sich der Pol von 
P, auf Pg. 
Verbindet man den Punkt M mit einem der beiden Punkte, in 
welchen die Polare von M die Kurve schneidet, durch die Gerade S, 
so fallen ein Durchschnittspunkt des Strahles S mit der Kurve, und 
der Punkt, in welchem S die Polare von M trifft, zusammen. Polglich 
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musa auch der zweite Schnittpunkt 
diesen zu sammeu fallen ; d. h. S ist 


Die Gleichung der Polare des 
Punktes M^(s^y^), nämlich: 


Q = 0, 


heisst nach Sj und j^ geordnet: 


+ x,Cbx, + cj,+e) 
+ dy, +ex, +t=0 . (3) 
Es sind demnach die Koordinaten 


der Polare von M, : 


cys + bxjj + e 


dl, +M,+f ' 
_ aj, + Ol, + d 



dja + exa -j-f 
oder wenn man den gemeinschaft- 
lichen Nenner mit p bezeichuet: 
pv = ajg -[- cxg + d j 
pu = cja + bxa + e ■ (4) 
P =dy3-|-ex^+ f j 
Sind u und v gegeben, so er- 
hält man dnreh Auflösung dieser 
Oleichuugen nacb x^ und y^ die 
Koordinaten des Pols der Geraden 
P{n, v), nämlich: 

p(AT + Cn + D) 



P(C. 


+Bi 


+ E) 


gleich : 
p(D 


a 
+ E 


,+p) 



1 =^ 

Tu diesen Gleichungen ist: 
a, c, d 
i ^ ' c, b, e 
I d, e, f 
die Determinante der Kurve. Sie 
ist in Bezug auf die Diagonalreihe 



des Strahles S und der Kurve mit 
;ine Tangente der Kurve. 

Die Gleichung des Pols der 
Geraden Pg(u2Va), nämlich: 

q = 0, 
heisst nach n^ und v^ geordnet: 
y.(AT, +Cu,+D) 
+ u,(C», +Bn, 4-E) 
+ Dv, + En, +F = (3) 
Es sind demnacli die Koordinaten 
des Pols von P, : 

Cv, +Bn, +E 
^^ Dv, +Eu, +F' 

_ Av, +Cn, +D 
^^ Dv, +E11, +P' 
oder wenn man den gemeinsehaft- 
liclien Nenner mit P bezeichnet: 
Pj = Av, +Cn, +D] 
Px=Cv, +Bn, +E ■ (4) 
P = Dv, + Eu, + P I 

Sind X und y gegeben, so er- 
hält man durch Auflösung der 
Gleichungen (4) nach u^ und Tg 
die Koordinaten der Polare des 
Punktes M (s, y), nämlich : 
_ P(ay4-ci + d) ■ 
''~ S 

„ __F (cy + b i + e) 



und i 
1 



igleich : 
_P(dj 



+ ex + f) 



(5) 



In diesen Gleichungen ist: 

S = 

die Determinante der Kurve. Sie 
ist in Bezug auf die Diagonalreihe 



lA, C, 


D 


C, B, 


E 


:d, e, 


F 
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symmetrisch. A, B, C, D, E, F 
sind die Unterdeterminanten der- 
selben. — 

Setzt mim zu nächst voraus, 
dass ä nicht verschwindet, dann 
sind die Koordinaten des Pols der 
Geraden P {u, v) durch die Glei- 
chungen (5) bestimmt. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen 
kann man auch die Gleichung einer 
Kurve zweiter Ordnung in Linien- 
koordiuatea ausdrücken. Sind näm- 
lich u und V die Koordinaten der 
Polare des Punktes M^Cs^yj), so 
heisst die Gleichung der Polare: 

ux + vj + l=0 ■ (6) 
wobei zwischen u, v und s^, y^ 
die Gleichungen (6) bestehen. Liegt 
nun M auf seiner Polare, so ist 
die letztere eine Tangente der 
Kurve, und die Koordinaten von 
M müssen der Gleichung (6) ge- 
nügen. Setzt man die Werte von 
Xg und yj in (6) ein, so ergieht 
sieh als Bedingung dafür, dass M 
auf seiner Polare liegt: 

vp(A v + Cu + D) 



symmetrisch, a, b, c, d, e, f 
sind die Unterdeterminanten der- 
selben. 

Setzt man zunächst voraus, 
dass 5 nicht vei-schwindet, dann 
sind die Koordinaten der Polare 
des Punktes M (x, y) durch die 
Gleichungen (5) bestimmt. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen 
kann man auch die Gleichung einer 
Kurve zweiter Klasse in Punkt- 
koordinaten ausdrücken. Sind näm- 
lich X und y die Koordinaten des 
Pols der Geraden P^ (u^ v^) , so 
heisst die Gleichung des Pols: 

jx + Tj+l=0 • (6) 
wobei zwischen x, y und Ug, v^^ 
die Gleichungen (5) bestehen. Geht 
nun die Gerade P^ durch ihren 
Pol, so ist der letztere der Be- 
rührungspunkt von P^ mit der 
Kurve und die Koordinaten von P^ 
müssen der Gleichung (6) genügen. 
Setzt man die Werte von u^ und 
Vg in (6) ein, so ergiebt sich als 
Bedingung dafür, dass Pj durch 
ihren Pol geht: 

yP(ay + eii + <l) 



+ 



iip(CY + Ell + E) 



-1=0 



oder, wenn man statt 1 den Wert 

ans der dritten Gleichung (6) setzt: 

vp(Ay + Cu + D) 



+ 



iP(cy + bi + e) 



+ 1 = 



■0 



oder wenn man statt 1 den Wert 
aus der dritten Gleicliuog (5) setzt: 
yF(aj + ei + d) 



np(CY + Bn + E) 

4 
pCDv + En + F) 



iiP(ey + b x + e) 

5" 
P(dj + ex + f) 
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oder : 

Avä + Bn^ + 2Cuv + 2Dv 
, +2Eu + F = 0. 

Die Koordinaten u und y einer 
Tangente der Kurve zweiter Ord- 
nung müssen dieser Gleichung ge- 
nügen; die letztere ist deshalb die 
Gleicbußg der Kurve zweiter Ord- 
nung in Linieukoordinaten. 

Jede Kurve zweiter Ordnung 
ist anch eine Kurve zweiter Klasse. 

Die Gleichung einer Kurve 
zweiter Ordnung oder eines Kegel- 
schnittes in Linienkoordinaten er- 
hält man, wenn man y und x mit 
V bez. n vertauscht, und die Koeffi- 
zienten durcli die Uuterdeterminan- 
ten der Determinante des Kegel- 
schnittes ersetzt. 

22) Es sollen die schon früher 
gefundenen Gleichungen der Kegel- 
schnitte, nämlieh die Mittelpunkts- 
gleichung der Ellipse: 

a'y^-l-b^x^ = a*b\ 
und die der Hyperbel: 

a^y^ -^ b^x^=:3 — a^b^ 
■ebenso die Seheitelgleichungen : 



y> = -,(2. 



<■), 



oder; 

ay^ + bx^+2cxy + 2dy 
+ 2ex + f=0. 

Die Koordinaten x und y eines 
Punktes der Kurve zweiter Klasse 
müssen dieser Gleichung genügen; 
die letztere ist deshalb die Glei- 
chung der Kurve zweiter Klasse 
in Punktkoordinaten. 

Jede Kurve zweiter Klasse ist 
auch eine Kurve zweiter Ordnung. 

Die Gleichung einer Kurve 
zweiter Klasse oder eines Kegel- 
schnittes in Punktkoordinateu er- 
hält man, wenn man v und u mit 
y bez. X vertauscht, und die Koeifi- 
zienten durch die Unterdeterminan- 
ten der Determinante des Kegel- 
schnittes ersetzt. 

Es sollen die schon früher ge- 
fundenen Gleichungen der Kegel- 
schnitte, nämlich die Mittelpunkts- 
gleichung der Ellipse: 

a2u^ + bäv^=l, 
und die der Hyperbel i 

a^u^ — b^v^^ 1, 
ebenso die Seheitelgleichungen: 

b^v^ + 2au= 1, 



und die Gleichung der Parabel: 

in Linienkoordinaten ausgedrückt 
werden. 

23) Die Polare eines gegebe- 
nen Punktes in Bezug auf einen 
gezeichnet gegebenen Kegelschnitt 
zu bestimmen. 



und die Gleichung der Parabel: 

pv^ = 2u, 
in Punktkoordinateu ausgedrückt 
werden. 

Den Pol einer gegebenen Ge- 
raden in Bezug auf einen gezeich- 
net gegebenen Kegelschnitt zu be- 
stimmen. 
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A.. Die Kurve 



eiter Ordnung und zweiter Klag 



24) Von einem gegebeneu 
iiukte Tangenten au einen ge- 
fbenen Kegelschnitt zu ziehen. 



Durch einen gegebenen Punkt 
eines Kegelschnittes die Tangente 
an denselben zu ziehen. 



Polardreieeke. 

2Ö) Ist a (Fig. 47) eine beliebige Gerade, a ihr Pol in Bezug auf 
einen gegebenen Kegelschnitt; b eine zweite Gerade, welche durch a 
geht, so liegt der Pol ß dieser letzteren 
auf a. Die Verbindnngslinie e der bei- 
den Punkte a und ß ist die Polare des 
Punktes j, in welchem a und b sieh 
schneiden. — Das Dreieck «ßY, in wel- 
chem nun jeder Eckpunkt der Pol der 
gegenüberliegenden Seite, jede Seite 
die Polare des gegenüberliegenden Eck- 
punktes ist, hejsst ein Polardreieck, 

Jede durch einen Eckpunkt eines 
Polardreiecka gehende Gerade trifft den 
Kegelschnitt in zwei Punkten, welche 
mit dem Eckpunkt, und dem Schnitt- 
punkt jener Geraden mit der gegen- 
überliegenden Seite des Polardreiecks 
vier harmonische Punkte bilden. 

Die beiden Tangenten, welche von 
einem Eckpunkt des Polardreiecks an 
den Kreis gelegt werden können, bil- 
den mit den durch denselben Eck- 
punkt gehenden Seiten des Polar- 
dreieeks vier harmonische Strahlen. 
Liegt eine Seite des Polardreiecks, 
z. B. c (Fig. 48) unendlich fern, so ist 
7 als Pol der unendlich fernen Ge- 
raden die Mitte von DE und FG. — 
Jede andere Gerade 9, welche durch 
Y gezogen wird, trifft den Kegel- 
schnitt in zwei Punkten, welche mit 

y und dem unendlich fernen Schnittpunkte auf c vier harmonische 
Punkte bilden; folglich muss 7 ebenfalls Mitte zwischen den Schnitt- 
punkten der Geraden 9 mit dem Kegelschnitt sein. — ■ Hiemach ist ■{ 
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der Mittelpunkt des Kegelschnittes. — Zieht mau einen Strahl von 
aCO. so ist derselbe parallel zu b, und der von dem Kegelschnitt be- 
grenzte Abschnitt wird von a halbiert, und umgekehrt halbiert b jede 
Sehne, welche verlängert nach ß CO geht, d, b. parallel mit a ist. Die 
beiden Sehnen des Polardreieeks, welche durch den Mittelpunkt f gehen, 
sind konjugierte Durchmesser. Die Tangenten in den Endpunkten eines 
Durchmessers sind dem konjugierten Durchmesser parallel. 

Der Mittelpunkt. 
26) Nach (5) sind die Koordinaten |, fi des Pols der Geraden 
P ('^1 ^) gegeben durch die (iieichungen: 



pCCv 


■ + B« 


i + E) 


p(A. 


A 
-I-Cn 


+ D) 


P(D' 


^ 


i + F) 



wenn zugleich : 1 = 

Liegt die Gerade P unendlich fern, so sind u und v gleich Null, 
und für die Koordinaten des Pols, welcher jetzt der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes ist, erhält man: 

. E __ ae — cd _D^ bd — ce 

^~T"~ e^ — ab' ^~ P ~c^ — ab' 

Der Kegelschnitt hat demnach immer einen bestimmten Mittel- 
punkt, wenn nicht F^O ist. — Verschwindet F, so liegt der Mittel- 
punkt unendlich fem (Parabel). 

Wird jetzt der Anfangspunkt nach dem Mittelpunkt verlegt, so ist 
nach (V, 1) KU setzen: 

^ F ■ 
Betrachtet mau ^ und tj als die Koordinaten eines beliebigen 
^Punktes, so ergeben sich nach (4) die Koordinaten u und v seiner 
Polare: 

pv = a-.5 + cH-d 
pn= CT] -l-b^ + e 
p =.dvi+e| + f. 
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A. Die Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 145 

Sind nun | und i) die Koordinaten des Mittelpunktes, so sind u 
tmd V gleich Null; für diesen Fall hoissen die letzten Gleichungen: 

a^ + c^ + d = 

c-,5 + b?+e-0 ■ ■ ■ (B) 

dvi + e^ + f^p-^ (s. 5). 

Setzt man hierin die aus (7) folgenden Werte; 

■^^y — y', ? = x — x', 

ein, so folgt; 

ay + cx + d = ay' + cx' 
cj + bx + e = cy' + bx' 
djH-ex + f = dy'4-ex' + A. 

Mnltipliciert man nun die erste dieser Gleichungen mit der ersten 
der Gleichungen (7), die zweite mit der zweiten und addiert dieselben 
alsdann zur dritten Gleichung, so erhält man mit Rücksicht auf Gl. (1) 
- ay'^ -h bx'^ + 2ex'y' + (ar, + e^ + d) y' 

+ M + bg + e)x' + A. 

Nach (8) sind die Klammerausdrücke gleich Null, folglich heisst 
die Gleichung des Kegelschnittes in Bezug auf den Mittelpunkt als 
Anfangspunkt : 

ay'^ + bx'^ + 2cx'y' + ^- = ■ . (9) ■ ■ (s. V, 24). 

Eine weitere Vereinfachung dieser Gleichung lässt sich durch eine 
Drehung der Achsen um den Anfangspunkt erreichen. 
Man setze (V, 10) 

x' = X cos (p — y sin <p; y' = x sin 9 + y cos 9- 
Werden diese Ausdrücke in (9) substituiert, so erhält man: 
y^(acos^9 + bsin^9 — 2c sin 9 cos 9) 
+ xXasin^cp -t~hcos^9-|- 2c sin 9 cos 9) 

-|-xy[2c(cos^9 — sin^cp) — (b— a) sin 29] + -=- — 0- 

Der Winkel 9 lässt sich so bestimmen, dass das Glied mit xy ver- 
schwindet. Setzt man nämlich: 

2c (cos* tp — sin^ 9) — (b — a) sin 29 = 0, 
so ergiebt sich hieraus für den gesuchten Wert des Winkels die Gleichung: 

tg2cp = i:^. 
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Die GSeichniig der Kegelschnitte lässt sich somit immer auf die Form : 

Ai> + Br> + C = (10) 

briugen (vorausgesetzt, dass uiclit A = ist). 

Wenn c = und b =^ a ist, so bleibt (p unbestimmt. Für diesen 
Fall geht die Gleichung (9) über, in; 



Die Form der Gleichung (10) lässt erkennen, daas dieselbe die 
Mittelpunktsgleichung einer Ellipse oder Hyperbel darstellt, wenn nicht 



Um zu entscheiden, welcher Kegelschnitt in (10) enthalten ist, 
ziehe man durch den Mittelpunkt eine Gerade unter dem Winkel a zur 
X Achse. 

Die Länge des Leitstrahls bis an die Kurve sei r, so ist: 
y ^ r siu a , x = r cos a. 

Durch Einsetzen dieser Werte in (9) erhält man: 



ar^sm^a+ 2cr*8macosa -j-br^cos^a -h-pr = 


■0. 


oder, wenn man durch r^ dividiert: 




.sin'a + 2e.™c<oo.a + bcos'a + j^ = 


-o. 


Für r==CO folgt hieraus; 




a sin« a + -20 sin ci cos a + Ij ■ cos" a = 




j ^ —o + Vc' — ab — o + yP 





Aus dieser Gleichung erhalt man die Richtung der Geraden vom 
Mittelpunkte nach dem unendlich fernen Punkte des Kegelschnittes, 
wodurch sich die weiteren Kennzeichen für Ellipse, Hyperbel und Pa- 
rabel ergeben. 

Ist P^-O so giebt es zwei Richtungen (Kennzeichen für die Hyperbel) 

„ P<0 „ „ ,, keine „ ( „ „ „ Ellipse ) 

„ P=;0 „ ,, ,, nur eine Richtung ( „ „ ,, Parabel ). 

Ist endlich in (9) die Determinante A:^0, so hat die Gleichung 

die Porm: ay^ + bx^4- 2cxy = 0, (11) 

welche sich auch schreiben lässt; 

(y-mx)(y-n3i)-0 (12) 



yGoosle 



B, Vermiactite Aufgaben ober die Kegelschnitte. 
__ — o+y"c^ — ab ^ — CH-V"c^— ab 



tYi_ 



EVI 



Weaü demnach die Determinante A verschwindet, so erhält man, 
in: 

F>-0 für m und n reelle Wei-te, und (11) zerfällt in zwei durch 
den Anfangspunkt gehende Geraden. 

t"<CO, m und n sind imaginär, der Gleichung (11) bez. (12) ge- 
nügen nur die reellen Werte x = 0, y = 0; sie stellt dem- 
nach einen Ptinkt dar. 

sF = 0, m und n haben denselben Wert — ; die Gleichung stellt 
a 

zwei zusammenfallende Geraden dar. — 



B. Termisehte Aufgaben über die Kegelschnitte. 

1) Den Ort des Schnittpunktes der drei Hohen eines Dreiecks zu 
'£nden, von welchem die Grundlinie und zugehörige Höhe gegeben sind. 

Antw. Ist a die gegebene Grundlinie, h die Höhe, ein End- 
punkt von a der Anfangspunkt, a die Abseisse nachse, so findet mau 
■als Gleichuug des Ortes: 

s^ — as + hy = 0, 
welche eine Parabel bedeutet. 

2) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen das Produkt seiner 
Entfernungen von zwei festen Geraden konstant ist. 

Antw. Man findet als Ort eine Hyperbel, deren Asymptoten die 
festen Geraden sind. 

3) Eine Gerade von gegebener Lange bewegt sich mit ihren End- 
■jiunkten auf den Schenkeln 

■ eines gegebenen Winkels a. 
— Welche Kurve beschreibt 

■ ein bestimmter Punkt der Ge- 
.raden? 

Antw. Eine Ellipse, deren 
Mittelpunkt der Scheitel des 
"Winkels a ist. 

4) Sind AD = ai und 
JlQ = \ (Fig. 49) zwei kon- 
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jugierte Halbmesser einer Ellipse, und zieht man GH = a^ seiikrechfc 
zu DE, und verbindet A mit H durch die Gerade MN, so beschreibtr 
der Endpunkt G der Geraden GH die Ellipse, wenn GH mit den Punkten^ 
H und K bez. an MN \mA DE gleitet. Warum? (Konstruktion TOn 
Roden berg.) 

Man stelle die Gleichung der Knrve in Bezug auf die beiden' 
konjugierten Durchmesser DE und PG als Koordinatenachsen auf- 

5) Eine Gerade bewegt sich so, dass das Produkt ihrer Abstände- 
von zwei gegebenen festen Punkten konstant ist. — Welche Kurve winj'^ 
von ihr eingehüllt? (Anwendung der Linienkoordinaten.) 

Antw. Man erhält eine Ellipse oder eine Hyperbel. 

6) Die EinhüHende der Geraden zu finden, fiir welche die Summe- 
der Quadrate ihrer senkrechten Abstände von zwei gegebenen festen' 
Punkten konstant ist. (Liuienkoordinaten.) Mau findet eine Ellipse- 
oder Hyperbel. (Untersuche die speciellen Fälle,) 

7) Welche Kurve wird von der Geraden eingehüllt, bei welcher die- 
Differenz der Quadrate der Entfernungen von zwei gegebenen festen. 
Punkten konstaut ist? (Linienkoordinaten.) 

Antw. Man findet eine Parabel. 

8) Den Ort des Mittelpunktes eines Kreises zu finden, welcher auf" 
den beiden Koordinatenachsen die gegebenen Abschnitte 2 a und 2b. 
macht. 

Antw. Man findet eine gleichseitige Hyperbel, deren Aehseu. 
= 1^3^ — b^ sind. 

9) Ein Dreieck ABC gleitet mit den beiden Eckpunkten- A und B". 
auf der Abscisseu- bez. Ordinatenaehse. — Welche Kurve beschreibt der 
dritte Eckpunkt C? 

Antw. Ist BC ;= a, AC = b, / AGB :^ y, so findet man als- 
Gleichung der gesuchten Kurve: 

5^ , T^ 2sy , „ „ 

— ä" + Xs i. sin T — cos ^ 7 = , 

a-' b' ab 

welche eine Ellipse bedeutet, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt 
ist. Für y = 90° geht dieselbe in die Gerade hx — ay :^ 0> 
über. 

10) Die Koordinaten des Mittelpunktes des Kegelschnittes: 

y^4-4xä + 2xy — 8x-f 12y — 2 = 
zu finden. 

Autw. + V. — V- 
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B. Vermischte Aufgaben über die Kegelschnitte. 
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ÄnwenduDg der abge 

11) Die linke Seite der Glei- 
'chuiig eines Kegelschnittes: 

+ 2es + f=0 
■werde zur Abkürzung mit einem 
Buchstaben, z. B. K, bezeichnet. 
Sind nnn: 

K, = und Ks -= 
die Gleichungen zweier Kegel- 
schnitte, so be<leutet die Gleichung: 

Kj +kKg=0 . ■ (I) 

■die Gleichung eines neuen Kegel- 
schnittes, welcher durch die Sehnitt- 

;punkte der beiden gegebenen Kegel- 
schnitte geht. — ■ Die Auflösung 

■der Gleichungen K^ = und 
K^ = 0, welche beide vom zweiten 
Grade in x und y sind, giebt vier 
Paare von Wertea für die Koor- 
dinaten des Durchschnittes, d. h. 
zwei Kegelschnitte haben im all- 

Tgemeinen vier Schnittpunkte; die- 
selben brauchen jedoch nicht sämt- 
lich reell zu sein. — 

12) Wenn Kj in ein Produkt 
-aus zwei linearen Faktoren ö^ und 
H^ zerfällt, so bedeutet K^ = 
zwei gerade Linien, deren Glei- 
-chungen: 

Gl = 0, Hl = 
sind, und der Kegelschnitt: 
Ki+kI'4=Ooder GiH, + kKa==0 
geht durch die Punkte, in welchen 
■die Geraden Gj und H^ den Kegel- 
schnitt Kg treffen. 

.13) Ist noch Ka dem Produkt 
zweier linearen Faktoren G, und H^ 



kürzten Bezeichnung. 

11) Die linke Seite der Glei- 
chung eines Kegelschnittes: 

AvS^Buä4.2CuT + 2Dv 
+ 2Eu + F = 
werde zur Abkürzung mit einem 
Buchstaben, z. B, U, bezeichnet. 
Sind nun: 

l\ = und Ua = 
die Gleichungen zweier Kegel- 
schnitte, so bedeutet die Gleichung; 
ü, +kü, =0 ■ ■ (t) 
die Gleichung eines neuen Kegel- 
schnittes, welcher die gemeinschal't- 
lichen Tangenten der beiden ge- 
gebenen Kegelschnitte berührt. Die 
Auflösung der Gleichungen ü^ = 
und Ug^^O, welche beide vom 
zweiten Grade in u und v sind, 
giebt vier Paare von Werten für 
die Koordinaten der gemeinschaft- 
lichen Tangenten, d. h. zwei Kegel- 
schnitte haben im allgemeinen vier 
Taugenten gemeinschaftlich; die- 
sell)en brauchen jedoch nicht sämt- 
lich reell zu sein, 

12) Wenn U^ in ein Produkt 
aus zwei linearen Faktoren P^ und 
Qi zerfällt, so bedeutet Ui = 
zwei Punkte, deren Gleichungen: 

P^ =. 0, Q, = 
sind, lind der Kegelschnitt: 
Uj+kÜ2 = oder PiQi+kU, = 
berührt die Tangenten, welche von 
diesen Punkten an den Kegelschnitt 
Ug gezogen werden können, 

13) Ist noch Ug dem Produkt 
zweier linearen Faktoren P^ und Q^ 
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VI. Abschnitt. 



gleich, SO ist: 

GiH, +kG2H3^0 
die Gleichung eines Kegelschnittes, 
welcher durch die 4 Schnittpunkte 
des Linienpaares Gj ^ 0, Hj ^^ 
mit dem Linieupaar Gg ^0, Hg =0 
geht. 

14) Der Kegelschnitt: 
Kl H-tGfsH^=0 
geht durch die Punkte, in welchen 
die Geraden Gg und H^ den Kegel- 
schnitt Kl treffen. — Fallen G^ 
und Hg zusammen, so heisst diese 
Gleichung: 

Kj +kG2ä = ■ (k) 




Da uuu dieser Kegelschnitt 
zwei Paare zusammeufallender 
Puakte mit dem ersten gemein- 
schaftlich hat, so berührt derselbe 
den Kegelschnitt Kl zweimal. Fig. 50. 

15) Fallen in 13) die Geraden 
Gg und Hg zusammen, so heisst 
die Gleichung des Kegelschnittes: 
GiH, +kG/ = 0. 

Die Punkte, in welchen G, 
die beiden Geraden Gg und H^ 
traf, fallen zusammen; folglich ist 
Gj eine Tangente dieses Kegel- 
schnittes; ebenso Hj. — Die Be- 
rührungspunkte sind die Schnitt- 
punkte von Gj und H^ mit G^. 



gleich, so ist: 

PiQi +kPäQ, = & 
die Gleichung eines Kegel seh nittes^, 
welcher die 4 Verbin dungsliuieni 
der Punkte Pi,?^; P,,Qg; P^, Q^. 
und Qi, Qa berührt. 

' 14) Der Kegelschnitt: 
Ui+kP,Qs =0 
berührt die Tangeuten, welche sich- 
von den Punkten Pg und Q^ an. 
Uj ziehen lassen. — Fallen P^. 
und Qj zusammen, so heisst obige- 
Gleichung: 

üi+kPa^ = . (a), 




Da nun dieser Kegelschnitt" 
zwei Paare zusammenfallender Tan- 
genten mit dem ersten gemein- 
schaftlich hat, so berührt derselbe 
den Kegelschnitt Uj zweimal. Fig. 51. 

15) Fallen iu 13) die Punkte 
Pg und Qä zusammen, so heisst die- 
Gleichung des Kegelschnittes: 
P,Q, -|-kP,^ = 0. 

Die Geraden, welche Pj mit 
Pg und Qg verbinden, fallen zu- 
sammen; folglich ist PiPg eiae- 
Tangente dieses Kegelschnittes;, 
ebenso die Gerade QjPg. — Die 
Berührungspunkte sind P, und Qi^ 
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16) Die Gleielmng des Kegel- 16) Die Gleichung des Kegel- 
schnittes zu finden, welcher durch Schnittes za fiuden, welcher die 
die 5 Punkte Mj (2, 4), Mg {8, 6), 5 Geraden G^ (i, — i), % (0, — ^), 
¥^(12, 2), M,(6,-4), M,{2,-2) G^ (- Vf- -tV), G^-i^, 0), 
geht. (s. 13.) Gj (0, I) berührt, (s. 13.) 
Antw. 25x^ + 30yä — xy — 58y Äntw, 32vä — 48a* — 112uv 

— 324x + 308 = 0. — !2v -- 28u — 2 — 0. 

17) Die Gleichung des Kegelschnittes zu finden, welcher die beiden 
Geraden : 

i5y + 32x — 600 = 
5y-i- 2x~|- 50 = 
in Punkten berührt, deren Abseissen 12, bez. — 9 sind, und welcher 
ausserdem durch den Punkt M (9, 6|) geht. 

Antw. Mau findet; 225y« + 64x^= 14400, 
welches die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse ist, 

18) Gegeben die drei Punkte P, (36, 24), P^ (16,-16), P^ ( — 24, 4). 
Mau soll die Gleichung des Kegelschnittes finden, welcher die beiden 
Geraden P,P3 und P^Pg in den Punkten Pj bez. Pg und ausserdem 
die Gerade y — x — 4 =^ berührt, 

Antw. 4v^ — u = (Parabel). 

19} Die Gleichung des Kegelschnittes zu finden, welcher durch die 
Tier Schnittpunkte des Kreises x* + y^— 16^0 mit den Achseu, und 
ausserdem durch den Punkt M (8, 12) geht. 

Antw. x^ -|- y^ — 2xy — 16 = 0. Der Kegelschnitt zerfällt 
also in zwei parallele gerade Linien: 

X — y -^ 4 ^ 0, und x — y ^ 4 ^ 0. 

20) Wie heisst die Gleichung der Tangente, welche den Kegelschnitt 

ay^ 4- hx* + 2exy + 2dy + 2ex + f = 
im Punkte M(xjy,) berührt? 
Antw. 
(«Ji + CJI, + d) j + (bx, + cy, + e) X + dy, + ex, + f- 0. 

21) Nimmt man in der Gleichung: 

ayä _|_ bx^ + 2cxy + 2dy + 2ex + f = 0, ■ ■ • {«> 
den Koeffizient a Teräuderlicb, alle übrigen Koeffizienten aber als kon- 
stant an, so entspricht jedem Wert von a, welcher in die Gleichung 
eingesetzt wird, ein neuer Kegelschnitt. — Alle diese unzählig vielen 
Kegelschnitte gehen durch dieselben beiden Punkte der Abseissenachse ; 
denn die Abseissen dieser Punkte ergeben sich (y = gesetzt) aua 
der Gleichung: bx^ -j- 2ex -|- f =^ 0, 
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■welche a nicht enthält, Siiid mm x^^x^ oder x^ und y^^O die 
Koordinaten der beiden Schnittpunkte, so erhält man durch Einsetzen 
derselben in die Gleichung der Taugente (a. 20) an die Stelle von x^ 
und }\ : 

(ex, + d) y + (bx, + e) X -h ex, + f - 0, 
und (esg + d) y + {bx^ + e) x + exg + f = 0, 

Dies sind die Gleichungen der Tangenten in jenen beiden Schnitt- 
punkten. Da dieselben unabhängig von a sind, so haben alle Kegel- 
schnitte diese beiden Tangenten gemeinschaftlich, d. h. sie berühren sieh 
in den beiden Punkten der Abseissenachse. 

Anmerkung. Diese Punkte können reell oder imaginär sein. 

22) Beweise ebenso folgende Sätze. 

Wenn b veränderlich, die übrigen Koeffizienten aber konstant sind, 
so bedeutet die Gleichung (a) in 21} eine Schar von Kegelschnitten, 
welche sieh in denselben beiden Punkten der Ordinatenachse berühren. 

Betrachtet man c als veränderlich, die übrigen Koeffizienten aber 
als konstant, so bedeutet (a) eine Schar von Kegelschnitten, welche 
sich sämtlich in 2 Punkten der Abseissenachse und in 2 Punkten der 
Ordinatenachse schneiden. 

23) Konfokale Kegelschnitte sind solche, welche die Brennpunkte 
gemeinschaftlich haben. — 

Eine Ellipse wird vou einer zu ihr konfokalen Hyperbel reclit- 
wiuklig geschnitten. — Beweis leicht mit Hülfe der früher gezeigten 
Tangentenkonstruktiouen. 

24) Den Ort des Poles einer gegebenen Geraden in Bezug auf eine 
Schar konfokaler Kegelschnitte zu finden. 

Antw. Man erhält eine Gerade, welche zu der gegebeneu Ge- 
raden senkrecht steht, 

25) Nach Formel (0) in (A, 26) d. Äbschn. ist die Gleichung eines 
Kegelschnittes in Bezug auf den Mittelpunkt als Anfaugspuiikt : 

ay^ + bx^ + 2cxy + A = o. 
Um die Gleichung in Bezug auf die Hauptachsen zu erhalten, 
setze man: 

y ^x'sin 9 -|- y' cos tp, x ^ x' cos 9 — y' sin 9, 
dann ist die Gleichung der Kurve iu Bezug auf die um den Winkel 9 
gedrehten Achsen: 

a (x sin 9 -}- y cos 9) ^ -}- b (x cos 9 — y sin 9) ^ 

A 
-f 2 c (x sin 9 -|~ y cos 9) (x cos 9 — y sin 9) -f ^ = 0. 
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Hieraus ergiebt sich der Koeffizient von y^: 

a' = a eos^ tp + b sia^ 9 — 2c sin 9 ■ cos 9 

a + h.a — 1} 
= — ^ 1 ^ — cos z 9 — c sm 2 9 ; 

ferner, der Koeffizient von x": 

b' ^ a aiii^ 9 -|- b cos^ 9 -|- 2c sia 9 cos 9 

= — ^ ^ — cos 2 9 -[- c sin 2 9 , 

und der Koeffizient von xy: 

2c' = 2asiD 9 cos 9 — 2b sin 9 cos (p + 2c (cos ^ 9 ^ain^ 9) 

oder: c'^ ^ sin 29 -|- c- cos 29. 

Leicht findet man aus diesen Beziehungen: 
a' +h' 3:-a +b, 
c'* -^ a'li' = c^ — ab. 
Diii-ch Drehung der Achsen um den Mittelpunkt werden demnach die 
Grössen a 4- b und c^ — ab nicht geändert. — 

Soll nun die neue Gleichung in die Mittel punlitsgleiehung über- 
gehen, so muss e' ^ werden. Zur Bestimmung von a' und b' er- 
hält man demnach die beiden Gleiehnugen: 

a' + b' =^ a + b, a'b' = ab — c^ 
2ß) Welchen Kegelschnitt enthält die Gleichung: 
18y''+l2x^— 8x,y — 80 = 
und wie gross sind die Achsen? 

Autw. Die Mittel punlctsgleichuug des Kegelschnittes ist: 
2y' + x> = 8, 
aus welcher sieh die Achsen & = ~\/~^, b:^;2 ergeben. (Ellipse.) 
■27) Ebenso wenn die Gleichung lOy^ + 4x^4- 8xy — 64 = ge- 
geben ist, 

Antw. Die Gleichung bedeutet eine Ellipse, deren Achsen y 32 
nud I "V^3 sind. 

28) Die Gleichung eines Kegelschnittes sei 24y* — 11x^4* 84xy 
— 624^0. Wie heisst die Gleichung desselben in Bezug auf die 
Hauptachsen, und wie gross sind die letzteren? 

Antw. Man findet als Gleichung: 4y^ — 3x^:=48, welche eine 
Hyperbel bedeutet, deren Achsen : i uud 2 y S sind. 

29) Die Koordinaten des Mittelpunktes und die Achsen des Kegel- 
schnittes: y^ -|- 2x^ + 6xy + y ^ 4x — 8^0 zu finden. 
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Antw. Die Gleicbuug bedeutet eiue Hyperbel. KooriJiiiateD des 
Mittelpunktes: ( — ^, 1); die Acbsen sind: 3,36.. und 3,1^ . ■ 

30) Den Ort des Scheitels eines gegebenen Winkels ip zu finden, 
dessen Schenkel die Parabel y^ = 2px berübren. 

Antw. 4y^ — 4x^ tg^9 — 4px (2 -|- tg' cp) = p^tg^ 9, welche 
Gleicbung eine Hyperbel bedeutet. (Mit Hülfe von IV. B, 59 zu 
lösen.) 

31) Zwei Winkel a und ß drehen sieh um ihre Scheitel A und B. 
Der Schnittpunkt des einen Paares ihrer Schenkel durchläuft eine Ge- 
rade G. Es soll bewiesen werden, dass der Schnittpuntt des andern 
Paares einen Kegelschnitt beschreibt, welcher durch Ä und B geht, 
(Newton.) 

32) Die Seiten eines Dreiecks gehen durch drei feste Punkte P^, 
Pj und Pg. — Zwei Eckpunkte des Dreiecks bewegen sieh auf ge- 
gebenen Geraden G^ und Gg. — Mao soll beweisen, dass der dritte 
Eckpunkt des veränderlichen Dreiecks einen Kegelschnitt durchläuft, 
welcher durch P^, P^ und P3 geht. (Mac- Laurin.) 

(Beweis für 31 und 32 nach VI. A, i.) 

33) Der Ort des Schnittpunktes der beiden Normalen, welche dnrch 
die Endpunkte einer Brenupunktssehne gezogen werden, ist eine Ellipse. 

34) Legt man durch die beiden Endpunkte der einen Diagonale 
eines Rechtecks Kreise, und zieht in jedem der letzteren denjenigen 
Durchmesser, welcher der anderen Diagonale des Rechtecks parallel ist, 
so liegen die Endpunkte dieser Durchmesser auf einer gleichseitigen 
Hyperbel, welche durch die Eckpunkte des Rechtecks geht. 



VII. Abschnitt. 

A. Kurven Uölierei" Ordnung. 

1) Es sei y = f (x) die Gleichung einer beliebigen Kurve. — Zur 
Untersuchung der Gestalt derselben bildet man den ersten und zweiten 
Differentialqnotient von y nach x: 

|j = f{x) ,nd |^ = r(x). 

Ist die Gleichung in der unentwickelten Form F(x, y) ^ gegeben, 
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so hat mau: 

dj Ix . 


8'P 3F 8F 
Sx-By Bx 8y 


dx' 


(1-^)' 



g^ 



^/3Fy 

y^ \?x/ 



Bezeichnet man den Winkel, welchen die Taugente in einem be- 
liehigeu Punkte M (x, y) der Kurve mit der Äbscissenaehse bildet, durch 

a, 50 ist tga= - ■ — Die Kurve steigt oder fällt (d. h, y nimmt 



' dl 



zu öder ab mit wachaendem x) so lauge -^ positiv bez. uegativ ist. 

Föp 

dij 



dy 

Für -^ = erreicht y einen grössteu Wert (Maximum), wenn 



2-<;0; und einen kleiusteu Wert (Minimum), wenn zugleich 

1_ 
dx^ 

mit dem ersten za Null, so sind die folgenden Differentialquotienten zu 
untersuchen. — Ein Maximum oder Minimum tritt für y nur dann ein, 
wenn der erste nicht verschwindende Differentialquotient von gerader 
Ordnung ist. 

Die Art der Krümmung einer Kurve erkennt mau aus dem Ver- 

Iialfcen des zweiten Differential quo tienten. So lange --r-^^O ist, kehrt 

die Kurve die erhaijene (konvexe) Seite gegen die Äbscissenaehse, und 

wenn '^ <^0 ist, die hohle (konkave) Seite. — Wc...-, ._ ■'- - 

und beim Durchgang durch Null sein Vorzeichen wechselt (d. h. wenn 
zugleich "r'i ^^ t\)i so findet ein Wechsel der Krümmung statt. — 

Der Punkt, in welchem dies geschieht, heisst ein Wendepunkt (Infiexions- 
punkt), und die Tangente in demselben wird eiue Wendetangeute ge- 
nannt. — Gr.össte oder kleinste Werte von x kann man mit Hülfe der 

dx 
Gleichung -5 — = bestimmen. 
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dF 



Die Kurve F(xy) = hat einen vielfachen Punkt, wenn zu einem 
bestimmten Wert von x mehrere gleiche Werte von y gehören. Durch 
Einsetzen dieaea Wertes von x iu die Gleichung der Kurve erhält mau 
dann eine Gleichung für y, welche mehrere gleiche Wurzeln haben muss, 

woraus folgt, das 

der Koordinatenachsen findet mau, dass ebenso auch —, — ^0 sein muss, 

ex 

woraus sich ergiebt, dass der erste Differentialquotieot von y nach x 

unter der Form — erseheint. — Die oben angegebene Bediugnug 

8F ?F 

^5 — =^ bez. — — ^ setzt voraus, dass die Gleichung der Kurve 

Sy ex * 

eine algebraische Gleichnng in rationaler Form ist. — 

Der Krümmungshalbmesser p im Punkte (s, y) der Kurve, und die 
Koordinaten a und ß des Krümmuugsmittelpunktes ergeben sich aaa 
den Formeln: 



bHzrj 







^+m' 





/l'y 



2) AB und DE (Fig. 52) seien 
zwei aufeinander senkrecht stehende 
Durchmesser eines Kreises vom 
Halbmesser r. — Man ziehe die 
Sehne GH parallel zu AB, und 
errichte in den Endpunkten G und 
H die Senkrechten GM nnd HL 
zu AB. — Ein von A aus durch 
den Schnittpunkt K gezogener 
Strahl schneidet GM und HL in 
zwei Punkten M und L einer Kurve. 
— Wie heisst die Gleichung dieser 
Kurve, wenn A der Anfangspunkt 
und AB die Äbscissenachse ist? 
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Äütw. 



:Y^- 



oder 



« = 2rx3 



Beweise, dass die Kurve symmetrisch in Bezug auf die X Achse 
ist. Ferner: die Kurve berührt die Abseissenachse in A, und 
schneidet dieselbe in B unter rechtem Winkel, y ist am grösaten 
für X ^ I r, — Die Kurve hat zwei Wendepunkte, deren Koordi- 



naten sind: ; 



uud 



-±\\/^y- 



3) Wie heisst die Polargleichung der vorigen Kurve, wenn Ä der 
Pol, und der feste Schenkel des veränderliehen Winkels (p die Abseissen- 
achse ist? 

Äntw. Q = — 5— [cos tp +1/ cos 2 cpl. 

Man zeige noch, dass die Geraden von A nach D uud E die 
Kurve in diesen letzteren Punkten berühren, 

4) Cissoide. AB (Fig. 53) ist der Durch- ^ 
messer eines Kreises vom Halbmesser a, CD 
ist die Tangente im Punkte B. ~ Zieht man 
von A aus den Strahl AE beliebig bis au CD 
und macht man PE = AF, so ist P ein Punkt 
der Cissoide. — Wie heisst die Gleichung der- 
selben, wenn A der Anfangspunkt und AB 
Abseissenachse ist? 

Antw. yä (2a — x) ~ x^ = 0. 
Man zeige, dass CD eine Asymptote 
ist, und d^s die Kurve die Abseissen- 
achse im Anfangspunkte berührt, 
ö) Wie heisst die Polargleichung der 
Cissoide, wenn A der Pol , AB die feste 
Achse ist? 

Äntw. r ^ - 




"""^ ^ . Fig. ^3. 

6) Der eine vSchenkel eines rechten Win- 
kels hat die Länge a; der andere Schenkel ist unbegrenzt. — Der letztere 
geht stets durch einen festen Punkt A, und der Endpunkt des begreuzten 
Schenkels gleitet an einer festen Geraden, welche von A den Abstand 
a bat. — Welche Kurve beschreibt der Scheitel des Winkels? 
Antw. Man iiudet eine Cissoide. 
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Die Cassinische Linie. 

7) Den Ort des Punktes zu finden, für welchen das Produkt seiner 
Entfernungen von zwei gegebenen festen Punkten B und C gleich k^ ist. 

Antw. Ist 2 a die Entfernung der Punkte B und C, ihre Ver- 
bindungslinie die Absei SS enaclise und die Mitte zwischen beiden der 
Anfangspunkt, so findet man als Gleiehong des Ortes; 
{y a _j- x'')^ — 2a^ {x^ — j^} = k* — a*. 

Die Kurve kann verschiedene Formen annehmen, welche von dem 

Verhältnis -j- abhängen (Fig. 54). — Für -j- = geht sie in einen 

Kreis über. — Ist aber -r- ^y^ , 

so ähnelt sie der Ellipse (a) ; femer 

zeige man, dass für y^ <C ^ <! 1 

die Kurve an den Stellen, wo sie 

die Ordinatenachse schneidet, einge- 

k 
drückt erscheint (ß), und für — =^1, 

wo k* — a* = ist, eine schleifen- 
förmjge Gestalt (y) erhält. In dem 
letzteren Falle wird die Kurve eine 
Lemniskate genannt. Die beiden 
Tangenten au die durch den An- 
fangspunkt gehenden Zweige stehen 

senkrecht aufeinander. — Wird — 
a 

Fig. 04. grösser als 1, so zerfällt sie in zwei 

getrennte Kurven (S), welche die 

gegebenen Punkte B und C einschliessen. — ■ 

8) Wie heiaseu die Polargleichungen der Caasinisehen Linie und 
der Lemniskate? Der Pol liege im Mittelpunkt. 

Antw. r* — 2a^r^eos 2cp ^=b* — a* und r = a^^S cos 2tp. 

9) Die Gestalt der Kurve folgender Gleichung; 

1 

anzugeben. — 

Man findet; für x ^= ist y ein Maximum. — Die Kurve schnei- 
det die Ordinatenachse rechtwinklig und berührt die J 



/-"■"^ 


^^x* 


1 ^ 


A 


v_ 


_J) 


/ 2" 


''] 


y^::;: 


x^Y 


\ ^ ^ 


K:^ 


^— , 


~~4=X' 


i^^sj 


tst 
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hl nueüdliclier Entfernung. Sie hat zwei Wendepunkte, deren 

Koordinaten sind: (y"|^, |) und ( — Kg, |)- 

10) Ebenso die Gestalten folgender Kurven näher zu bestimmen. 



a) y = 



^' d) y = yx^-L4x* 

1+x^ e)(y-x^)^ = x' 

b) y = ^_ y^x' — ex^'+Ux — 6 

c) y='|^x3 + 4xä 

Antw. a) Die Kurve berührt die Abscissenachse im Anfangs- 
punlit. Sie hat zwei Wendepunkte mit den Koordinaten (l/^Ä, ^), 
( — ■ y^^, ^). Eine zur Abscissenachse parallele Gerade im Abstand 1 
von der ersteren ist Asymptote der Kurve. 

b) Die Kurve geht durch den Anfangspunkt und schneidet die 
Abscissenachse unter einem Winkel von 45°. — Sie hat drei Wende- 
punkte, nämlich den Anfangspunkt der Koordinaten, und zwei 
andere mit den Koordinaten (y'3, i "/3), (— y"3— ^VT). 
y wird für x = 1 ein Maximum und für x = — 1 ein Minimum. 

e) Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt. Die heiden Zweige 
sind symmetrisch gegen die X Achse und treffen dieselbe im An- 
fangspunkt jede unter einem Winkel, dessen trig. Tangente = 2 ist. 
— Nach der positiven Seite erstreckt sich die Kurve ins Unend- 
liche, auf der negativen Seite schneidet sie die SAchse im Ab- 
stand — 4 vom Anfangspunkt unter rechtem Winkel, y hat ein 
Maximum für x = - — 2§. 

d) Die Kurve berührt die Abscissenachse im Anfangspunkt und 
erstreckt sich auf der positiven Seite oberhalb und unterhalb der 
Abscissenachse ins Unendliche. Sie schneidet die Abscissenachse 
im Abstände — 4 unter rechtem Winkel, und hat zwei Wende- 

I Ö _|_ o t/'j? 

punkte, deren gemeinschaftliche Absei s se = rv — ist; 

y ist ein Maximum, für x = — 3^, 

e) Die Kurve besteht aus zwei vom Anfangspunkt nach der po- 
sitiven Seite der Abscissenachse ans gehenden unendlichen Zweigen. 
■ — Beide berühren im Anfangspunkt die XAchse. Der obere Zweig 
kehrt nur die erhabene Seite, der untere anfänglich die hohle Seite, 
dann von dem Wendepunkt (^^, — ?'ö^) an, ebenfalls die erhabene 
Seite gegen die Abscissenachse. — Beim unteren Zweig ist im 
Punkte (yV> — äVtr) die Tangente parallel zur XAchse. — 
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11) Anf dem Durchmes 
ser r ist ein Punkt C : 




er AB (Fig. 65) eines Kreises vom Halb- 
egeben. Von einem Punlite D des Um- 
fanges fälle man das Loi: DE auf AB, 
und ziehe OM parallei zu AD. — Wel- 
ches ist der Ort des Punktes M? 

Äntw. Für A als Anfangspunkt, 
AB als Absei ssen ach se und AC = a fin- 
det man als Gleichung des Ortes: 

Die Gleichung soll diskutiert werden. 
12) Man soll die Gestalt der Kurve: 
3'^y^ ~l~ h^x* = a^b^ näher bestimmen. 
Autw. Die Kni-ve sehneidet die 
Ahscissenachse im Abstand -|- a, und die 
Ordinatenaehse in der Entfernung + b vom Anfangspunkt. — Diese 
beiden Schnittpunkte sind zugleich Wendepunkte der Kurve, welche 
hier die Achsen rechtwinklig durchschneidet. Durch den Anfangs- 
punkt geht eine Asymptote, sie bildet mit der X Achse einen 

Winkel a, dessen trigonometrische Tangente = ist. — 

in eine nach fallenden Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe entwickeln, so können 
die ersten Glieder positive und die fei- 
lenden negative Exponenten haben. — - 
Ist z.B.: 

ein derartiger Fall, so wird di 'urve 
die in Fig. 56 dargestellte Fori ihen. 

Wird x = CO, so ist — =: 0. — Be- 
trachtet man demnach diejenige Kurve, 
deren Gleichung 

y^x^ 

auf der rechten Seite nur dae Glied mit 

''^' dem positiven Exponenten enthält, so 

findet man, dass dieselbe mit wachsendem x sich der gegebenen Kurve 

immer mehr nähert, und im Unendlichen mit ihr zusammentrifft. — 
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Sie ist also gleiclisam eine gekrüüimte Asymptote der ersten Kurve. 
In Fig. 66 ist dieselbe puuktiert angegeben. 

14) Die Kurve y^ = (4x^ — 1)* bat eine gekrümmte Asymptote. — 
Wie lieisst die Gleicbuug derselben? 

Antw. y = 8x^' — 3x. 

Mau bestimme die Gestalt der gegebenen Kurve und die ihrer 
gekrümmten Asymptote. 

15) Dieselbe Aufgabe, wenn die Gleicbung der gegebenen Kurve 
xy ^ X -|- 1 ist. 

16) Ebenso, wenn y^^=(x* — 4s) die Gleichung der gegebenen 



Antw. Man findet als Gleichung der Kurve, welche sieh der 

gegebenen asymptotisch nähert, die Parabel y = x". 

17) Die Gleichung (y — x)^ = (l — x^)^ ku diskutieren. 

Entwickelt mau die Gleichung, so findet man: 

yä — 2xy + 4x^ — 3x* + x«— 1 =0 

dy y — 4x4-6x3 — Sx^ 

und hieraus: -i" = ■ 

öx y — X 

Um zu untersuchen, ob die Kurve vielfache Punkte hat, setze man 
Zähler und Nenner dieses Buches gleich Null, Dies giebt die Gleichungen: 
y— 4x + 6x3 — 3x''' = 
y-x:^0. 

Setzt man also in der ersten 
dieser Gleichungen y=;x, so 
folgt; —3x+ 6x^ — 3x^ = 0, 
woraus sich ergiebt x = + 1 ; 
ebenso ist dann y;= + l. 

Werden diese Werte von x 
und y in die Gleichung der Km-ve 
eingesetzt, so zeigt sich, dass sie 
derselben wirklich genügen. — 
Demnach hat die Kurve zwei 
vielfache Punkte A {1, 1) und 
B(— 1, —1). Fig. 57. 

Aus der gegebenen Gleichung 

der Kurve findet man, wenn man 

dy , d^y 
y, -pi- und -^, 
■" dx dx-' 

von X allein bestimmt: 



als Funktionen 
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y ■■ 


= i±y(i-i')' 


<iy. 


= \:i3iYT= 


d'y 


^3(2x'-l) 


dx'" 


yi-i* 


. 


,=,*,.,„. Ü = , 



1, d. li. die Tangenten in 

Ä und B sind nuter 45" gegen die Äbscissenacbse geneigt (sie bilden, 

wie sich aus der Li^e von A und B ergieti, eine Gerade). Für den 

d^T 
oberen Zweig ist -r—^> solange 2x^> 1, und wird in A gleicli-|-CO; 

für den unteren Zweig ist -y-^>-0 so lauge 2x^'<l \md wird in 

B ^^^ — CO- Die beiden Zweige berühren die Taugente in A auf ver- 

scbiedeuen Seiten, und da x niebt grösser als 1 werden darf, so ist A 

ein Rückkebrpunkt. Dasselbe gilt für den Punkt B. — Setzt mau 

dv 
x = dann findet mau y^ + 1 und ^j — = i. Die Kurve sebneldet 

die Oi'dinatenachse in den Abstünden + 1 vom Anfangspunkt, und die 

Tangenteu in diesen beiden Punkten C und D sind uuter 45° gegen 

d'y 
die Äbscissenacbse geneigt. Für C ist -5 — ^ = — 3 und für ß ^ -|- 3 

woraus folgt, dass in C die hohle Seite gegen die Äbseisseuachse ge- 
kehrt ist. — Setzt mau y^O, so ergiebt sich x = + 0,564 . . Hier- 
durch erhält man die beiden Punkte B und F auf der Absei ssen ach se. 
Der zweite Differentialquotient wird Null, weun x=^+ |^^ ist. Man 
sieht auch sofort, dass derselbe beim Durchgang durch Null sein Vor- 
zeichen wechselt; die Kurve hat demnach Wendepunkte. Setzt man 
X = -|- 'y^ in die Gleichung der Kurve ein , so erhält man 
j = y^ + ^ y^, woraus sich die beiden Wendepunkte G und H er- 
geben, denen für x = — y^ die Punkte J und K entsprechen. — 
Endlich findet man noch für y zwei Maxima und zwei Minima, weun 

x = + |/i±JlA5 = ± —^ (V^ö + 1) ist. In diesen Punkten L, 

M, N, P sind die Tangenten parallel zur Äbscissenacbse. 

18) Die Gleichung (x^ — 1)^ ^"^ y^ (2y -|- 3) soll untersucht werden. 
Kg. .58. 
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A. Kurven, liolierei' Ordnung. 
Äntw. Man findet einen Doppelpnnkt A für x ^ 0, y = 



ij 



^^+ V |-- 2wei andere Doppelpnnktü B nnd C, welclie 



den Abständen -y- i 
und — 1 vom An- 
fangspunkt liegen. 
Für diese Pnukte ist 



iL. 



j liat 




für X =: das Maxi- 
mum 1 (Punkt D) und 
fui' X ^^ ih 1 das Mi- 
niminra — | (Punkte 
K und F). Für 
y = — 1 ergiebt sich 
ein Maximum yon 
K = ±V2. In den 
entsprechenden Punk- 
ten Gr und H sind die Tangenten parallel aur Ordinatenu.cl:se. — 
Oberhalb der Abscissenachse erstrecken sich symmetrisch Kur Or- 
dinaienachse zwei Zweige ins Unendliche. — Wendepunkte hat 
diese Kurve nicht. 

19) y^ — 2x^y — x° = 0. Die Kurve berührt die Abscissenachse 
im Anfangspunkt mit zwei Zweigen. Der obere geht mit konvexer 
Krümmung auf der positiven Seite der Abscissenachse ins Unendliche, 
der untere mit konkaver Krümmung ebenfalls, nuterhalb der Abscissen- 
achse. — Auf der negativen Seite kaun x höehstens gleich — 1 werden. 



Dann ist y ;= -[- 1 und - 



= CO. In diesem Punkte steht die Tan- 



dy 
gente seaki'eclit zur Abscissenachse. Füi- x:^^ — -|| ist wieder ■ -~ - ^= 0, 

in diesem Paukte hat y ein Maximum, die Tangente in demselben ist 
parallel zur Abscissenachse. — Der Anfangspunkt ist für den unteren 
Zweig ein Wendepunkt, liin zweiter Wendepunkt liegt auf der nega- 
tiven Seite im oberen Teil der Kurve. Man bestimme denselben eben- 
falls und zeichne hiernach die ganze Kurve. 

20) Ebenso ermittele man die Gestalt nnd die besonderen Punkte 
der Kurve: 

(y + x^-x-2)^ = 4x^ 
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VII. Absolinitt. 



21) Gegeben ein Punkt Ä und eine feste Gerade ßC. Dareh A 
zieht man eiue beliebige Gerade G, welche BG schneidet, und trägt 
vom Durchschnitt aus auf G eiue gegebene Strecke a ab. — Man er- 
hält hierdureh einen Punkt P, dessen Ort zu bestimmen ist. — 

Autw. Ist A der Anfangspunkt, die Äbscissenaehse parallel zu 
BC und b der Abstand des Punktes A von BO, so findet mau als 
Gleichung des gesuchten Ortes: 

(x' + y=)(j-b)' = a"v^. 
Man bestimme die Gestalt dieser Kurve, welche Konclioide ge- 



Stange BC (Fig. 59) dreht sich um den festen End- 
punkt B. Eine zweite Stange 
DE ist mit BC im Punkte C 
durch ein Gelenk verbunden. — 
Der Endpunkt E durchläuft die 
Gerade AS; man soll die Kurve 
ermitteln, welche der andere 
Endpunkt D beschreibt. (Flam- 
met er.) 

Man nehme AX als Äbscissen- 
aehse, das Lot AB von B aus 
als Ordinalen ach se au. — Fernei- 
sei AB ^ m, BC -- r, CE = a, 
CD = b. — Bei einer beliebigen 
Lage der beiden Stangen bilde 
DE mit der Äbscissenaehse den 
^m- ^^- Winkel a, und EC mit der Or- 

dinatenachse den Winkel ß, dann ist, wenn AP = x, DP = y: 
y ^ (a -h b) sin a 
X ^ r siu ß -)- b ■ cos a. 
Femer ist: m = a sin a + r cos ß. 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

ra — a sin a 
cos [i = ■ 

Eliminiert man mittels dieser Formel d 
y ^ (a -|- b) sin a 




1 Winkel ß ! 



= b cos a + y r* — (ra — a sin a 
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Die Gleichung der Kurve ergiebt sieb, wenn man ans diesen beiden 
GleiehuHgeu den veränderUeben Winkel a elitaiiiiert. — Man erbält: 
(a + b) X = b /(a + b)ä — y2-|- ■/,. ä (^ ^ b) ^ — [ui (a + b) — ay] ^. 
Zahlenbeispiel: a = 4, b=l, m ^ 4, r = 3. 
Änfi. Die Punkte, in welchen die Tangente mit der Abscisüen- 
achse parallel ist, sind: 
F(— 3,5), G{3,5), H(— 0,966, 1,25), J {0,966, 1,25). 
Fenier sind in K{— 3,463, 3,494) und L (3,463, 3,494) die 
Tangenten parallel zur Ordinatenaehse. — Die Knrve bat zwei 
Wendepunkte N (— 2,36, 4,14) mid 0{2,36, 4,14) und einen 
Doppelpunkt M (0, 1,46..)- 

Fuaspunktkurven, 

23) Den Ort der Fusspimkte aller Lote ku finden, welche vom 
Mittelpunkt einer Ellipse auf allen Tangenten derselben gefällt werden 
können. 

Antw. Die Gleichung des Ortes ist: 

24) Ebenso den Ort der Pusspunkte der Senkrechten zu bestimmen, 
welche vom Mittelpunkt auf die Tangenten einer Hyperbel gefällt wer- 
den können, 

Antw. Man findet als Gleichung des Ortes: 

(x^ -h y^)^ = a^x^ —- b^yl 
Ist die Hyperbel gleichseitig, so erhält mau als Pusspnnktskurve 
die Lemniskate, 

25) Vom Seheitel einer Parabel werden anf alle Tangeuten der- 
sellien Lote gefällt. — Mau soll den Ort der Fusspunkte bestimmen, 

Antw. Die Gleiebnng des Ortes ist v:^ 1/ — -~ 

(s. Aufgabe 4). 

26) Den Ort der Fusspunkte aller I^ote zu finden, welche man von 
einem beliebigen Punkte P auf die Taugenten eines Kreises vom Halb- 
messer a fällen kann. 

Antw. Ist P der Anfangspunkt und die Gerade von P nach dem 
Mittelpunkte C die positive Richtung der Äbscissenachse , ferner 
CP = k, so erhält man als Gleichung des Ortes: 
/P~+~p~ {/s^+ y^ — a) = kx. 
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In Polarkoordinaten ausgedrückt lieisst die Gleicliiiug: 
r ^ a f [ H -cos 9J- 

Mau bestimme die Gestalt für k=a. (Vergl. B. 18 d. Absclm.) 



27) Den KrÜEimungsiialbmesser der Ellipse und die Koordinaten 
ind ^ des Krämmungsmittelpunktes zu fiudeii. 



Antw. p - 



ß-J- 



(a*y^ + b*x^f _ _ (a*y^ + b''x^)x 

a*b* ' aMj^ 

a^'b* 
Für den Endpunkt der grossen Achse ist p = — , und für den 

Endpunkt der kleinen Achse findet man g = —-' — Koustruiere 

diese beiden Strecken, 

28) Bei der Hyperbel findet man folgende Formeln für den 
Krümmungshalbmesser und die Koordinaten des Krümmungsmittel- 
pnnktes : 

_ ( a'j' + b'xy (.'y' + b'x')x ^ 

f" 1,'b' ' a*b' 

(.';■" + b'x')j 
' f = i^bJ 

29) Man bestimme den Krümmungshalbmesser der Parabel, und 
die Koordinaten a und ß des Krfimmungsmittelpunktes. ■ — ■ 

Antw. 

30) Es soll bewiesen werden, dass für alle Kegelschnitte der 

Krümmungshalbmesser = ^ ist, wenn N die Normale, und p der 

Parameter (Brennpunktsordiuate) des Kegelschnittes ist. (Konstruktion.) 

31) Die Kurve der Krümmungsraittelpunkte (Evolute) einer ge- 
gebenen Kurve y = f(x) findet mau durch Elimination von x und y 
aus den Gleichungen: 
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I bölierar Ordnung. 









[h-(©*]4J 



-m- 



Man bestimme hiernaeli die GieiclmiigeB der Evoluten der Kegel- 
■sclinitte. 

Autw. 
Die Gleich, der Evolute fiir die Ellipse ist: (^^s^ä)* + (^a~b^)^ = 1' 

„ „ „ „ „„H„„«,.(l^)»-(]^)*^l, 

„ „ „ Parabel „ ß^ = J.- *^"^ ~ P-*' (Neil'sche 

Parabel). 

32) Den KrümmiTugshalbmesser p in Polarkoordinaten auszudrückea. 



/dr\^ d^r 



33) Zieht mau im Pol A 
(Fig. 60) eine Senkrechte zum Leit- 
strahl AM, so wird dieselbe von 
der Taugente und Normale des 
Punktes M in T und N geschnitten. 
— Die Strecken AT und A.N heisaeu 
die Pnlarsubtangente, bez. Polar- 
subnormale fiir den Punkt M. — 

Man soll die Polarsubtangente 
nud die Polars ubnor male für den 
Punkt M (9, r) einer gegebenen 
Kurve finden. 
Autw. 

dr 



AT^- 



dr 



ÄN = 



dcp 




Pur die Kegelschnitte erhält man hieraus, wenn der Pol in einem 
Brennpunkte liegt: 

, _P ^ Ay ^ P \^'° ^ 

^ i<iu 9 ' ' (] + ^ cos 9) ^ 



AT- 
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VII. Abschnitt. 
Bei der Parabel, für welche | ;= 1 ist, folgt: 

AT = J , AN = • 



Aufgaben über eiuliiillentle Knwen. 
34) Wenn in der Gleichung der Kurve: 

t(i, J, k) = (1) 

für k eine Reihe verschiedener Werte eingesetzt werden, so entspricht 
jedem derselben eine bestimmte Kurve der durch die Gleichnng (1) 
charakterisierten Art. Zwei aufeinander folgeude Kurven dieser Art seien: 

f(K, y, i + Ak) = 0.| '■'> 

Dieselben sehneiden sich in einem Punkte M, dessen Koordinaten beiden 
Gleichungen genügen müssen. — Ändert sich k stetig, so rücken die 
Durchschnitts punkte der aufeinander folgenden Kurven unmittelbar an- 
einander und bilden eine Kurve, welche mau die Einhüllende der 
durch (1) bestimmten Schar nennt. — Die Einhüllende hat mit jeder 
der Kurven (l) zwei aufeinander folgende Punkte gemeinschaftlich, 
d. h. sie berührt alle Kurven der Schar. — Diejenigen Werte von x 
und y, welche den Gleichungen (2) zugleich genügen, sind bei unend- 
lich kleinem Ak die Koordinaten eines Punktes der einhüllenden Kurve. 
Sie müssen demnach auch der Differenz beider Gleichungen: 

f(x, y, k + Ak) — f(x, y, k) = 
oder der Gleichung: 

f(x, j, k+ak)-f ( x, y, k) _ 
ik ~ 

gemigen. — Die letztere gellt aber bei uneiidliclr kleinem Ak iiber in; 

^^%f^' = o P) 

Wenn demnacb die Gleichungen (1) und (3) für x und y gleichzeitig 
bestehen, so bedeuten x und y die Koordinaten desjenigen Punktes der 
Einhüllenden, in welchem die letztere die Kurve f (x, y, k) ^ berührt. 
Da jedem neuen Wert von k ein neues Paar von Werten für x und y 
entspricht, so ist die Einhüllende durch das Zusammenbestehen von (1) 
und (3) bestimmt. Um die eigentliche Gleichung derselben zu finden, 
d, h. y als Funktion von x auszudrücken, ist k aus (t) und (3) 7a\ 
eliminieren. — 
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35) Der Mittelpunkt eines Kreises bewegt sieh auf der Abscissen- 
ELchse. Der Halbmesser ist stets das u fache der Entfernung des Mittel- 
piinktes vom Anfangspnnkt. — Wie heisst die Gleichung der Ein- 
hüllen den ? 



< 

36) Der Scheitel eines rechten Winkels bewegt sieh auf der Ordi- 
natenaetise. ■ Der eine Schenke! geht stets durch einen festen Punkt B, 
welcher auf der Äbscissenachse ira Abstand a vom Anfangspunkt liegt. 

— Die Gleichung der Einhüllenden des anderen Schenkels zn finden. 

Antw. y* = 4ax; die gesnehte Kurve ist demnach eine 
Parabel. 

37) Der Mittelpunkt eines Kreises durchlävift die Äbscissenachse. 

— Sein Halbmesser ist stets gleich der im Mittelpunkte errichteten 
Ordinate der Parabel y^ = 2px. — Wie beisst die Gleichnng der Ein- 
hüllenden ? 

Antw. y^ = 2p(x -|- p). Die Einhüllende ist eine der ersten 
kougroente Parabel. 

38) Gegeben die Mittelpiinktsgleichung: 

i' + y'-r" (1) 

eines Kreises. — Der Mittelpunkt C eines anderen Kreises durchläuft 
die Äbscissenachse, nnd der Halbmesser desselben ist stets gleich der 
in C errichteten Ordinate des Kreises (1). Die Einhüllende zn finden. 

Antw, y^ + "ö" ^^ 1^^- — Ellipse, deren Achsen r Y 2 nnd r sind. 

39) Auf den Schenkeln des Winkels BAC liegen die festen Punkte 
B und C. Eine bewegliche Gerade schneidet die Schenkel des Winkels 
in D nnd E, so dass BD = CE ist. Der Punkt D Hegt zwischen Ä 
und B, E ausserhalb AO oder umgekehrt. Welches ist die Einhüllende 
dieser Geraden? 

Antw. Mau findet eine Parabel. 

40) Eine Gerade von gegebener Länge a gleitet mit ihren End- 
punkten an den Koordinatenachsen. — Wie heisst die Gleichung der 
Einhüllenden? 

Antw. x^ -1- y^ =^ a\ 
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170 VII, Atscbnitt. 

41) Wird von einem Punlrte A der Horizontalebene aus ein Körper 
mit der Anfangsgeschwindigkeit c üuter dem Elevationswinkel 9 auf- 
wärts geworfen, so durchläuft derselbe die Parabel: 

y ^ X tg (p — -, ° — 5 — ■ 

Wenn nun von Ä aus beliebig viele Körper mit derselbeu Au- 
fangagescliwiiidigkeit c nach alleu raogliehen Riehtungen iu derselbeu 
Vertikalebeue aufwärts geworfen werden, welche Kurve hüllt alsdann 
die sämtlichen Wurflinien ein? 

Antw. Eine Parabel, deren Gleichuug >' ^ ;, 

42) Die Einhüllende aller Geraden zu finden, welche mit zwei ge- 
gebenen festen Geraden Gj und Gg ein Dreieck von gegebener Fläche 
bildet. 

Antw, Man findet zwei Hyperbeln, deren Asymptoten Gi und 
G^ sind. 

43) Die Einhüllende alter Kreise zu finden, deren Mittelpunkte auf 
der Ordinatenachse liegen, und welche auf der, durcli den Anfangs- 
punkt gehenden Geraden AB, eine Sehne von der Länge 2a ab- 
schneiden. 

Antw. Ist (f der Winkel, welchen AB mit der Abscissenachse 
bildet, so findet man als Gleichung der Einhüllenden: 

y^cos^cp ■ — x^sin^9 = — a^sin^^, 
also eine Hyperbel, deren Achsen a und atg9 sind. — AB ist 
eine der Asymptoten, — 

44) Die Einhüllende aller Kreise zu finden, deren Mittelpunkte auf 
der Parabel y^^2px liegen und deren Umfange durch den Brenn- 
punkt gehen. — 

Antw. Die Gleichung der Einhüllenden ist x = — ■ -,;- ■ (Leitlinie.) 

45) Ebenso die Einhüllende aller Kreise zu finden, deren Mittel- 
punkte auf dem Umfang der Ellipse a^y^ -j- b^x^^^ a^b^ liegen und 
deren Umfange l) durch einen Brennpunkt, 2) durch den Mittelpunkt 
der Ellipse gehen. 

Antw. 1) Ein Kreis vom Halbmesser 2a, dessen Mittelpunkt 
der andere Brennpunkt ist. 2) (s^ + y^)^ = 4 (a^x^-]- b^yO- 

46) Dieselben Aufgaben für die Hyperbel zu lösen. 
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Übergang von Puuktkoordinateu zu Linienkoordinateu. 

47) Ist F(x, y) = die Gleichung einer Kurve, dann sind die 
Abschnitte, welche die Tangente im Punkte {x, y) auf den Koordinaten- 
achsen macht: 

y 1 ^Y 

X — —^ — , nod V — x-~- ■ 
d y " d X 

"d7 

Die Koordinaten der Taugente sind demnach: 

°-^V- -^^ ■■■■<'> 

y — x-/- x-T^ — y 

■' dx dx ■ 

Die Differentiation der Gleichuug der Kurve giebt: 

?F ?F dv 

-ji+'^-i^" c^) 

dy 
Durch Elimination von x, y und -~- aus (1), (2) und der Glei- 
chung F(x, y) =^ ergiebt sich die Gleichuug der Kurve in Linieu- 
koordinaten. 

Obergang von Linienkoordinaten zu Punktkoordinaten. 

48) Ist F (u, v) = (1) 

die Gleichung einet Kurve in Linienkoordinaten, dann ist: 

nx + vy+l=0 (2) 

die Gleichung einer Tangeute der Kun'e, wenn u und v der Gleichung (1) 
genügen. Werden u und v um An, bez. Äv verändert, dann geht (2) 
über in: 

{ii+Au)x + (t + Av)j+1=0, (3) 

welches die Gleichung einer zweiten, der ersten unendlich nahe liegen- 
den Tangente ist. — Der Durchschnitt dieser Tangenten ist ein Punkt 
der Kurve (1), und weil die Koordinaten desselben den Gleichungen (2) 
und (3) genügen, so werden sie auch der Differenz beider Gleichungen, 
nämlich : 

Au-x + Av-y = 
Genüge leisten. — Für unendlich kleine Änderungen von n nnd v gebt 
diese Gleichuug über in: 

^ + y ^ = m 
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Differeuziiert man die Gleieliuiig (1) nach u, so folgt: 



?u ^" 8y "du 



(6) 



Setzt man diesen Wei't in (4) ein, so folgt: 

Durch Elimination von u und v aus (1), (2) und (ö) erhält man 
die Gleichung der gegebenen Kurve in Punktkoordinaten. 

49) Aus den Mittelpunktsgleichungen des Kreises und der Kegel- 
schnitte für Punkt koordinaten hiernach die Uleichnugen dieser Kurven 
in Linienkoordinaten abzuleiten, und umgekehrt. 

50) Die Gleichung uv^l in Punktkoordiuaten auszudrücken. 
Antw, xy^^i (Gleichseitige Hyperbel.) 



B. Die RolIIiuien. 

l) Eiu Punkt A im Umfange eines gegebenen Kreises P (Fig. 61), 
welcher auf einer festen Geraden rollt, ohne zu gleiteu, beschreibt 
eine Kurve, welche Cjkloide genannt wird. 




Ist der Berührungspunkt A des Kreises K mit der festen Geraden 
AX der Anfangspunkt, AX Ahseissenaclise, und bezeichnet man den 
Radius des Kreises mit r; ferner den Winkel MCD, welchen bei einer 
1 Lage des rollenden Kreises der Halbmesser nach dem zuge- 
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a Cykloidenpmikt M mib dem zu AX senkrccliteii Halbmesser bildet, 
mit tp, eo findet man leicht: 

y^r(lcos!p); x = r (cp ■ — sin tp) (1) 

Die EiiminatioH von <p würde die Gleichung zwischen x und y 
liefern. — Da jedoch der Ausdruck für x, 9 und sin 9 enthält, so pflegt 
man die Elimination nicht auszuführen, sondern die beiden Gleichungen (1), 
welche x und y als Punktionen von 9 ausdrücken, zu benutzen, — 
Jedem Wert von fp, welchen man in die Gleichungen (1) einsetzt, eut- 
sprechea zwei zusammengehörige Werte von x und y, die Koordinaten 
eines Punktes der Cykloide. — 

Nähevungsweise Konstruktion der Cykloide mit Berücksichtigung, 
dasa ÄD ^ DM. 

2) Wie heisst die Gleichung der Tangente im Punkte M(Xiyi9i) 
der Cykloide: 

y = r (1 — cos 9); X = r (9 — sin 9)? 

Antw. y — }\ = cotg y (s — xj. 

3) Für denselben Punkt die Gleichung der Normale zu fitideu. 
Antw. y_y^^_tg|l(x-xO. 

4) Wo schneidet die Tangente und wo die Normale die Äbscissen- 
achse? 

Antw. Die Tangeute schneidet die Abscissenachse im Abstand 

x^ — y^ tg ~ , die Normale im Abstand x, + y^ cotg ■^' = r, 9 vom 

Anfangspunkt. 

5) Die Länge der Normale im Punkte M(x,yj9,) zu finden. 

Antw. 2rsin-^- 

6) Wie gross ist der Krümmungshalbmesser p der Cykloide im 
Punkte M(xiyi9i)? 

Antw. p=; — 4rsin-^, (f ist also gleich der doppelten Nor- 
male). 

7) Verlängert man die Normale DM (Fig. 61), so dass DE = DM 
ist, so erhält man in E den Erümmungsmittelpuukt für den Pnnkt M. 
— Wenn man nun unterhalb AB einen dem rollenden Kreis gleichen 
Kreis zeichnet, welcher AB in D berührt, so ist ersichtlich, daas E auf 
diesem Kreise liegen muss. Man ziehe noch die Tangente QS parallel 
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ZW AB, und dureli die Mitte K der Geraden AB die Lotrechte LN" zu 
QS, dann findet man leicht folgende Gleieliiingeü : 

ÄD = DM, ÄK = DMa, folglich auch DK = GM. — Da nnn 
E?==GM und DK = FL, so ist aneh: BF = FL. Hiernach liegt der 
Kriimniungsmittelpnnkt E anf einer der gegebenen kongruenten Cykloide, 
welche E beschreibt, wenn der untere Kreis anf QS rollt. ■ — Diese 
Cykloide ist demnach die Evolute der gegebeuen Cykloide. 

Leicht hndet mau hieraus die Bogenlänge der Cykloide. Wird ein 
um LEÄ liegendei iii L befestigter Faden abgewickelt, so beschreibt 
der Endpunkt K die obeie Cykloide. Ist nun A nach N gelangt, so 
ist derselbe zu emei Geiaden LN = 4r ausgestreckt, welche dem halben 
Bogen der vollständigen Cykloide gleich ist. — Die ganze Bogenlänge 
ist =^ 8r, sie la-sst sich also rational durch den Halbmesser des rollen- 
den Kreises ansdiiukfn — 

Gc^tieckte und Yerschlungene Cykloide, 
8) Die Gleichung der Kurve zu finden, welche ein Punkt B in der 
Entfernung a vom Mittelpunkt des wälzenden Kreises K beschreibt, 
wenn der Kreis auf einer Geraden rollt. 




Ist a kleiner als der Radius r des Wälzuugskreises, so liegt B 
innerhalb desselben, und die von E beschriebene Kurve heisst ge- 
streckte Cykloide (Fig. 62), Ist a grösser als r, so beschreibt der 
jetzt ausserhalb des Kreises liegende Punkt B die verschlungene 
Cykloide (f^g. 63). — Führt man wieder wie in 1) den Winkel f 
ein, so findet mau die Gleichungen: 

y = rfl cos(üj, x^=r(9 ^sin9J, 

wenn die feste Gerade, auf welcher der Kreis K rollt, als Abscissen- 
achse, und der Endpunkt A. des Halbmessers, welcher durch B geht 
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B. Die Rolllinien, 
■ Abseissciiachse steht, num Äafaügspuiikt gei 



17. 



iiiid seiikreclit i 
wird. — 

Die Gleiclimigeu cler drei bisher betraehtoteu Cykloideii haben die 
allgemeine Form: 

y = r(l — ^' coscp) 

X ^ r (tp — ? - siu <p). 
Diese letzteren bedeuten demnach i eine gemeine Cykloide, wenn ^=1; 
eine gestreckte Cykloide', wenn ? <C J ; eine versehlucgene Cykloide, 
wenn ^ >■ 1 ist. 

9) Nachzuweisen, dass hei der gestreckten nnd verschlungenen 
Cykloide die Normale eines Pmiktes M, nach dem Beruh rnugspmikte 
des zugehörigen Wälzungskreises mit der Abseisaenachse geiit. — 

10) Welchen Winkel bildet die gestreckte Cykloide im Punkte B 
mit der Ahscissenaehse? 

Autw. Man findet -^ ^ "- ^^" '^ ; ist (p = 0. so ist|^ = 0. 
dx 1- — acos9 dx 

— Die Tangente in B ist parallel znr Alascisseuacbse, — 

11) Die Wendepnnkte der gestreckteu Cykloide zu finden. 
Antw. Für einen Wendepunkt findet man als zugehörigen Wert 

des Winkels 9: 

a 

wonach derselbe leicht zu konstruieren ist. 

Epi cykloide, 

12) Ein Kreis K (Fig. 64) 
rollt auf dem äusseren Umfang 
eines anderen festen Kreises 
Kj. Ein mit dem rollenden 
Kreise fest verbundener Punkt 
M beschreibt alsdann eine 
Kurve, welche im allgemeinen 
eine Epicykloide genannt wird, 
und zwar eine gemeine Epi- 
cykloide, wenn M auf dem 
Umfang des Kreises K liegt; 
eine gestreckte Epicykloide, 
wenn M innerhalb, und eine 
verschlungene Epicykloide, wen 




M ausserhalb des rollenden 



y Google 



176 VII, AbEchnitt. 

Der Mittelpunkt A des festen Kreises sei der Anfangspunkt, die Ge- 
rade von A nach dem Mittelpunkt B des roUeudea Kreises die Abscisaen- 
aehse; der Berührungspunkt C beschreibe die Kurve, Ist nun der 
Mittelpunkt B nach D gelangt und bei dieser Lage M der entsprechende 
Punkt der Epieykloide, so kann man die Koordinaten desselben, nämlich 
AH ^ X und HM ^= y leicht als Funktionen des veränderlichen Win- 
kels DÄB = !p ausdrücken. Man zieht den Halbmesser DM, ferner von 
D die Senkrechte DG zur Abscissenachse und EM parallel zu derselben. 
Ist AC = R und BC = r, / FDM = ß, so hat man: 
X = (R + r) cos 9 -i- r sin (ß + cp — 90) = (R + r) cos 9 — r cos (ß + ?) 
y = (R -f r) sin 9 — r cos (ß -f- 9 — 90) = (R H- ^) sin f — r sin (ß + 9). 
Aus der Gleichheit der Bögen CF und FM ergieht aicli die Art 
der Abhängigkeit des Winkels ß von 9; es ist nämlich: 

rß ^ R9 oder ß = — ^ 9. 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die für x und y gefundenen 
Ausdrücke ergeben sich die Gleichnngen der Epieykloide: 

X = (R + r) cos 9 ■ — r cos ( —-7" 9 } 
y =^ (R -|- r) sin 9 — r sin f — ^ — 9 j ■ 

13) Wie heissen die Gleichungen der gestreckten und der ver- 
sehUuigenen Epieykloide? 

Aiitw, Ist a die Entfernung des die Kurve beschreibenden Punktes 
vom Mittelpunkt des rollenden Kreises, so erhält man für beide 
Cykloiden die Gleichungen: 

X = (R -|- r) cos 9 — a cos ( 9 ) 

y = (R + r) sin 9 — a sin {—^ 9) ■ 

Für a <; r bedeuten diese Gleichungen eine gestreckte, für 
a >" r eine verschlnugeue Cykloide. — 

14) Zu beweisen, dass die Normale im Punkte M {Fig. 64) nach dem 
Berührungspunkte P des rollenden und festen Kreises, und die Taugente 
ia M nach dem Endpunkte L des von F gezogeneu Durchmessers gebt, 

15) Wie beissen die Gleichungen der Epieykloide, wenn der rollende 
Kreis dem festen Kreise gleich ist? (Kardioide.) 

Äntw. X ^ 2r cos 9 — r cos 29 

y = 2r sin 9 — r sin 29. 
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Die Gestalt der Kardioide ist die in Fig. 65 angegebene. Der 
bewegliehe Punkt M kommt nach einem Umlauf wieder im Aus- 
ite A an. — ■ Man 




beweise noch folgende sehr 
einfache Konstruktion der 
Kurve: Von A aus zieht 
man die Gerade AM be- 
liebig, trägt vom Schnitt- 
punkte B dieser Geraden 
mit dem festen Kreis die 
Strecken BM = BD = dem 
Durchmesser des Kreises, 
ab. D und M siud dann 
Punkte der gesuchtenKnrve. 

16) Die Gleichung der Kar- 
dioide in rechtwinkligen Koor- 
dinaten auszudrücken. (A An- 
fangspunkt.) 

Antw. Man findet: 

(x^ + y^)^-4rx(x^ + y^)-4r^y^ = 0. 

17) Wie heisst die Polargleichung der Kardioide, wenn in Fig. 65 
A der Pol, AC die feste Achse, der Halbmesser des festen oder beweg- 
lichen Kreises a, und die veränderlichen Polarkoordinaten mit r und tp 
bezeiehnet werden. Autw. r^2a(l- 

18) ' Die Polarglei- 
chuugen der verschlunge- 
nen uud der gestreckten 
Kardioide zu finden. — 

Antw. Der Halb- 
messer des festen so- 
wohl als der des Wäl- 
znngskreises sei a; 
der auf der Centrale 
liegende Punkt A, 
welcher mit dem 
Kreise D fest verbun- 
den ist, beschreibe die 
Kurve, dann zeigt 
Fig. 66, bei welcher A innerhalb des Wälzungskre 

SoLlotlie, Anolytiaohe Geometrie der Ebrae. 
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VII. Abschnitt, 




streckte iiBd Fig.67,iu welcher 
A ausserhalb des Kreises D 
liegt, die verschlungene 
Kardioide. — Man mache 
CP = AD und nehme in 
beiden Fällen den so bestimm- 
Punkt P als Pol an, dann 
findet mau leicht als Polar- 
gleichung: 

r = 2a ( 1 H cos cp j- 

Hierin ist k = AD. — Wenn 
also It > a, so bedeutet diese 
Gleichung die verschlungene, 
und wenn k <C a, die ge- 
streckte Kardioide. — 



Hy] cykloide. 
19) Rollt ein K e K a f lern inneren Umfang eines festen Kreises 
Kj, so besehreibt ein m t leu Kreise K fest verbundener Punkt M, je 
uaehdem der letzte e 
Kreises K liegt, e: 
Hypocykloide, 



, t dem Umfang, innerhalb, oder auss 
ge e ne bez. gestreckte, oder verschlungene 




Tst B der Berührungspunkt des 
festen und wälzenden Kreises (Fig. 68), 
AB die Abscissenachse, der Mittelpunkt 
A des festen Kreises der Anfangspunkt, 
M ein beliebiger Punkt der gemeinen 
Hypocykloide, ÄP=^x und FM = y die 
Koordinaten desselben, 9 der Winkel, 
um welchen sich die Centrale gedreht 
hat, so findet man als Gleichungen der 
Hypocykloide: 

X = {R — r) COS9 -^ r cos f ^j-. 



y = (R — r) sin (f 



"(--%)■ 



Anmerkung, Man erhält diese Gleichungen auch aus denen der 
Epicikloide, wenn man in denselben r negativ nimmt. — 
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C. Spiralen. 179 

20) Man sol! die Gleichungen der Yerschlnngeiieii und gestreelden 
Hypocykloide bestimmen. 

Antw. Ist a die Entfernung des beweglicien Punktes vom 
Mittelpunkt des rollenden Kreises, so findet man die Gleichungen: 

X :^ (R — r) cos (p + a ■ cos ( - — 9 J 

y = (R — r) sin 9 — a sin f — -■■ <p 1- 

Ist a <; r so bedeuten dieselbe die gestreckte Hypocykloide nud 
wenn a ^ r, die verschlungene Hypocykloide. ■ — 

21) Wenn R = 2r ist, so heissen die in 19) angegebenen Glei- 
chungen der Hypocykloide: 

X = 2 r cos cp 

y = o. 

Für diesen Fall gebt die Kui-ve in eine mit der Abscissenachse zu- 
sammenfallende Gerade über. 

Man soll die Gleichungen, der gestreckten und verschlungenen Hypo- 
cykloide anfstelleu, wenn B = 2r, und a die Entfernung des beweg- 
liehen Punktes vom Mittelpunkt des rollenden Kreises ist. 
Antw. Man findet eine Ellipse, 

22) Die Gleichung der Einhiillenden der Ellipsen zu finden, welche 
in der vorigen Aufgabe von allen Punkten eines Durchmessers des Wäl- 
zung skr eis es beschrieben werden. 

Antw. s' + y^ = Ri 

C. Spiralen. 

1) Die Polargleichung einer Kurve sei r = £(9). Ist £(9) keine 
periodische Funktion, welche, wie z. B. die trigonometrischen Funktionen, 
von bis Sic dieselben Werte wie von 2% bis 4tc u. s. f. annimmt, 
so geht die Kurve in unzählig vielen Windungen um den Pol und wird 
eine Spirale genannt. ■— Die einfachste Polar gleich ung dieser Art ist 
r^^atp, (9 Bogenlänge zum Radius 1). Für 9 = ist r^O, also 
geht die Kurve durch den Pol; ferner ist 

für ,=-|, r = .-| 

„ 9 = 2ic, r ^= 2a:i: 

9 ;= 47c, r =^ 4 au u. s. f. 
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Diese Kurve, deren Gestalt hieraiis leictt erkennbar ist, heisst die 
archimedische Spirale, Zwei zusammenfallende Leitstrahleu, welche 
den Winkeln nx und (n -)- 2)ir entsprechen, haben die Längen r^ = ann 
und rg =^ a(n + 2)-k. Folglich ist r^ — r^ = 2au. Auf einem beliebigen 
Leitstrahle werden demnach von der archimedischen Spirale unzählig 
viele gleiche Strecken von der Länge Sax abgeschnitten. — 

2) Die Gestalt der parabolischen Spirale, deren Gleichung r^^2aip 
ist, Boil bestimmet werden, — Zu beweisen, dass der Abstand der beiden 
Schnittpunkte eines Leitstrahles mit zwei aufeinander folgenden Win- 
dungen der Spirale gleich -r- — ist, wenn r^ und r^ die Längen der 

zugehörigen Leitstrahlen bedeuten. Ferner soll gezeigt werden, dass die 
Differenz der Quadrate der Leitstrahlen konstant ist. (Die aufeinander 
folgenden Schnittpunkte eines Leitetrahles mit der Spirale liegen hier- 
nach um so näher bei einander, je weiter die Punkte vom Pole ent- 
fernt sind.) 

3) Hyperbolische Spirale. Die Gleichung dieser Kurve heisst 

r =^ -■ Für 9 = ist r unendlich gross. Es soll gezeigt werden, 

dass die Kurve eine zum festen Schenkel des Winkels <p parallele 
Asymptote besitzt, deren Abstand vom Pol gleich a ist. — Zeichnet 
man um den Pol als Mittelpunkt durch einen beliebigen Punkt der 
Spirale einen Kreisbogen bis zum festen Schenkel des Winkels (p, so 
hat derselbe die konstante Länge a. — Die Kurve nähert sich mit 
wachsendem Winkel cp dem Pole fortwährend und erreicht denselben 
nach unzählig vielen Windungen. 

4) Die Spirale: r^=^ — (welche Lituus genannt wird) hat den 

festen Schenkel des Winkels 9 zur Asymptote und nähert sich mit 
unzählig vielen Windungen dem Pole. 

5) Exponential- oder logarithmische Spirale. Die Gleichung 

derselben heisst: v^^^a.e'f oder qj ^ 1 f — J- Zeige, dass diese Kurve 

von irgend einem ihrer Punkte aus bis zum Pol unzählig viele Win- 
dungen macht, und von demselben Punkte aus nach aussen ebenfalls 
mit unzählig vielen Windungen ins Unendliche geht, (e = 2,7182818 . .) 

6) Die Gestalt der folgenden Spirale: 

r = a (9 + sin 2 n 9), 
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welche mit der arehimedisehen Spirale r =^ a9 eine Reihe Ton Punkteu 
gemeinschaftlich hat, zu untersuchen. — (Wellenförmige Spirale.) 

Es sei, um einen speciellen Fall näher zu bestimmen, n = 4, Zeichnet 
man zunächst die arcbimedische Spirale r^atp, so ist leicht ersichtlich, 
dass jedesmal, wenn Stp ein Vielfaches von t: wird, die wellenförmige 
Spirale die archimedische Spirale schneidet. In Fig. 69 sind vom Pol 
aus Leitstrahleu gezeichnet, 
von welchen je zwei aufeinan- 
der folgende den Winkel -^ 

miteinander bilden. Die sämt- 
lichen Punkte, in welchen diese 
Strahlen die archimedische Spi- 
rale treffen, sind auch Punkte 
der wellenförmigen Spirale 
r ^^ a(9 + sin 8tp). Wenn 8<p 
zwischen 2n% und (2n-|-1-)T: 
liegt, so ist sin 8cp positiv; von 
(2n + l)7u bis (2n + 2)ji: da- 
gegen negativ, — In dem ersten 
Intervall liegt die Xuive über, 
im zweiten anter dei aichime- 
dischen Spirale. — Umgekehit 
wenn sin 8 tp das Minuszeichen 
erhält. — Die gioosten und 
kleinsten Entfernungen der Kni venpunkte von der archimedischen Spirale 
in der Richtung des Leitstiahles gemessen, liegen in den Halbierungs- 




linien der Winkel - 



3tc ötc 



s.f.-*) 



7) Eine Gerade AB dreht sieh gleichförmig mit der Winkelge- 
schwindigkeit w nm ihren Endpunkt A. — Gleichzeitig bewegt sich 
ein Punkt von A aus mit der Geschwindigkeit c auf AB. — Welche 
Kurve durchläuft der bewegliehe Punkt? 



*) Die von den beiden Zweigen der Spirale abgegrenKten Flächenteile haben 
der Reihe nach folgende Inhalte: -^ a^it, /^ a'u, i^a^Tc, n. s. f., wie sieh leicht 

aus der Formel i^^i I r'd^ ergiebt. — Für den obigen Fall ist die Flache eines 
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Autw. Man findet als GleicbuDg der Kurve r = — -9, also 
oiue arehimedisclie Spirale. — 

8) Die Gerade AB dreht sich um den Punkt A so, dasa die Win- 
kel in arithmetisclier uud ^ie Längen in geometrischer Progression zu- 
nehoieu. Welche Kurve durchläuft der Endpunkt? 

Autw. Siud a und a + 5 die Grössen der Drehungen nach der 
ersten und zweiten Zeiteinheit, a und a>e die Längen nach den- 
selben Zeiten, so findet man als Gleiclmng der Kurve: r = ae * , 
also eiue logarithmische Spirale. 

Die Kreisevolvente. 

einen Kreis gelegt, und in einem Punkte 
des Umfanges des Kreises befestigt, so 
beschreibt der andere Endpunkt bei der 
Abwickelung des Fadens eine Kurve, 

- welche Kreisevolvente genannt wird. Die 
Gleichung dieser Kurve zu finden, Fig. 70. 

y Nimmt mau die Abscisseoachse in 

der Richtung des vom Mittelpunkte A 
nach dem Anfangspunkte B der Evol- 
vente gezogenen Halbmessers und A als 
Anfangspunkt der Koordinaten an, und 
sind AP = X, MP ^^ j die Koordinaten 



9) Wird ein Fadü 




solchen Teiles, deäsen äusserste Leitstrahlen dea Werten '^ := und 9^— ent- 



-|-J [(tp + sin8(p)ä — (9 — ain8p)2]di?— yj .f:()sin89d9 — g^ a 
Für das folgende Fläthenatück ergiebt sich ebenso; 



"•/'■' 



Diese Spiralen sind in den Lehrbüchern bisher nicht erwähnt. — Man kann ähn- 
liche aus der Gleichung r ^= a((j) ± cos tp) bilden. — Ferner ergehen die Gleichungen 
V ^ a ((p -|- tg 9) ■"■nd r ^^a(ti> + Cötg9) unstetige Spiralen, deren Unteraucliung wir 
dem L^ser überlassen. — 
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eines Puüktes M dei- Evolvente, so ist die Tangente CM = BC. Der 
Halbmesser des Kreises sei a, / BÄC =^ a, dann findet man leicht: 
CM = BC = aa und 
X = a cos a -|- aa sin a 1 
y ^^ a sin a — a a ■ cos a ) 
Die Polarkoordiiiateu AM = r und / BAM = (p lassen sich auch 
als Funktionen von a ausdrücken. — Es ergiebt sich: 
r = a yi+a^ 
tg (a. — (f)^<x. 
Jede Taugeute des Kreises ist Normale und zugleich Krümnmngs- 
halbmessei- der Evolvente; die Taugeute der letzteren ist deshalb fiir 
jeden Punkt der Kurve leicht zu konstruierea. — Macht der Faden melirere 
Windungen um den Kreis, so sieht man leicht, dass die Evolvente ebeu- 
falls mehi'ere Windungen hat, und deshalb zu den Spiralen gehört. 

Zur weiteren Übung mögen die Gleichungen einiger transcendenten 
Kurven dienen. 

10) y ^=: a sin x und y = a cos x, Wellenlinien. — Die erstere geht 
durch den Anfangspunkt und trifft die Abscissenachse jedesmal, wenn 
sin X gleich Null wird. Bestimme die grössten und kleinsten Werte 
von y, und die Wendepunkte der Kurven. — 

11) y=a8in(~-) und y:=xsin( — j ebeufalls Wellenlinien, 

deren Wellenlängen nach dem Anfangspunkte zu immer kleiner werden. 
— Bestimme ebenfalls den nähereu Verlauf dieser Kurven. 

12) Als Beispiele für Polarkoordinaten mögen die Gleichungen 

a) r = a sin 2 tp 

ß) r = acos 29 

Y) r = a sin 3 9 
dienen. Man bestimme aus den Gleichungen die Gestalten der Kurven. 
- — Durch Umwandlung der Gleichungen in solche für rechtwinklige 
Koordinaten ergiebt sich, dass diese drei letzten zu den algebraischen 
Kurven höherer Ordnung gehören. — 



13) Die Gleicbuug y = -^ fe"' +e "j 



stellt die Kettenlinie dar. (Ein vollkommen biegsamer Faden, welcher 
in zwei Punkten befestigt ist, nimmt diese Gestalt au, wenn derselbe 
in vertikaler Ebene kängt). Es soll gezeigt werden, dass die Normale 
dieser Kurve ihrem Krümmungshalbmesser gleich ist. 
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VIII. Abschnitt. 

A. Prlneip der rcciprokeii Radien.*) 

1) Zwei Punkte einer Ebene, welche in Bezug auf einen in der- 
selben liegenden Kreis K eine solche Lage haben, dass jeder von ihnen 
auf der Polare des anderen liegt, beisseu konjugierte Punkte. —~ 
Liegen zwei solche Punkte Pj und P^ auf derselben durch den Mittel- 
punkt c des Kreises gehenden Geraden, so werden sie zugeordnete 
Punkte genannt. Das Produkt der Entfernungen zweier zugeordneten 
Punkte von c ist dem Quadrat des Halbmessers des Kreises K gleich. 

(m, 104.) 

Sind nun B und r die Entfernungen zweier zugeordneten Punkte 
vom Mittelpunkt c, und a der Halbmesser des Kreises K, so ist: 
Rr = aä j 

R=-^-j (1> 

d. h. der Radius vektor eines beliebigen Punktes Pj ist dem reciproken 
Wert desjenigen seines zugeordneten Punktes P^ proportional. 

Bewegt sich der Punkt P^ auf irgend einer Kurve S^ in der Ebene 
des Kreises K, so durchläuft auch P^ eine Kurve S^, deren Gestalt von 
Sj abhängig und durch die letztere völlig bestimmt ist. S, und Sg 
werden alsdann zugeordnete Kurven hinsichtlich des Kreises K genannt. 
Jede dieser Kurven kann mau als eine Abbildung der anderen betrach- 
ten, und mit Rücksicht auf die zweite der obigen Gleichungen (1) nennt 
man dieses Ahbildungsprineip das Princip der reciproken Radien. — 

Ist die Polargleichung einer Kurve S, in Bezug auf den Mittel- 
punkt der reciproken Radien als Pol: 

r = f(9), 
SO ist offenbar die Polargleichung der zugeordneten Kurve S^ : 

^=m <^' 

2) Die Polargleichung einer Geraden G, deren Abstand vom Pol 
k ist, heisst: 

r = — ^, (s. II, 158) 

cos 9 

^) Über dieses PriEcip a. Eeje „Geometrie der Lage", und C. F. Geiser 
„Einleitung in die Synth etiscte Geometrie". 
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wenn der feste Schenkel des veränderlichen Winkels cp in der vom Pol 
C auf G gefällten Seukreclitea liegt. — Dieser Geraden ist in Bezng 
auf einen um C mit dem Halbmesser a gezeichneten Kreis, die Kurve: 



R = 



- cos 9 



zugeordnet. — Diese Gleichung stellt einen Kreis vor (a. III, 98), dessen 
Mittelpunkt auf dem festen Schenkel des Winkels 9 liegt. Da für 

cp=-q-, ß, ^ ist, so geht der Kreis durch C. Man findet hieraus: 

Jeder Geraden G ist in Bezug auf einen beliebigen Kreis 
K ein Kreis zugeordnet, welcher durch den Mittelpunkt von 
K geht. Schneidet G den Kreis K, so geht der zugeordnete 
Kreis durch diese Schnittpunkte, weil, wie leicht ersichtlich, 
alle Punkte von K sich selbst zugeordnet sind. — Der Mittel- 
punkt C der reciproken Radien ist dem unendlich fernen 
Punkte der Geraden G zugeordnet. 

Umgekehrt ist jedem durch den Mittelpunkt C gehenden Kreise 
eine Gerade zugeordnet. 

Geht die Gerade G durch den Mittelpunkt C der reciproken Radien, 
so wird der Durchmesser des zugeordneten Kreises unendlich, — Jede 
durch gehende Gerade ist sich selbst zugeordnet. 

3) Sind die durch C gehenden Kreise Ä und B (Fig. 71) den beiden 
Geraden a und ß zuge- 
ordnet, so ist der zweite 
Durch sehnittspunkt D 
der beiden Kreise auch 
dem Durchschnitt d der 
Geraden a und ß zuge- 
ordnet. Die beiden Tau- 
genten, welche in C die 
Kreise A und B berüh- 
ren, sind den Geraden 
a und ß parallel; A 
und B schneiden sich 
deshalb in C und 
folglich auch in D ^' ' ' 

unter einem Winkel, welcher i3em von k und ß gebildeten Winkel 
gleich ist, — 
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Eineci von drei Geraden a, ß, y (Fig. 72) gebildeten Dreieck ist 
das von 3 Bögen der entsprechenden Kreise A, B, C gebildete Dreieck 




- Die Kreise schneiden sieh nach dem vorigen in den 
Ecken dieses Dreiecks unter denselben Winkeln wie die Geraden a, ß 
und y. Sind demnach die beiden zugeordneten Dreiecke unendlich klein, 
so kann man die Seiten des aus den Bögen Ä, B und C gebildeten 
Dreiecks als gerade Linien ansehen, und dasselbe ist, wegen der Gleich- 
heit der Winkel dem zugeordneten Dreieck ähnlich. — Hieraus er- 
giebt eich: 

Zwei einander zugeordnete Figuren A und a sind als kon- 
forme Abbildungen voneinander zn betrachten, derart, dass 
die unendlich kleineu Teile beider BMguren ähnlich sind. 
Zwei Paare einander zugeordneter Kurven beider Figuren 
schneiden sich unter gleichen A¥intelu. 

4) Die Polargleich nug eines Kreises K, dessen Halbmesser k, und 
Koordinaten des Mittelpunktes a und ß sind, heisat: 

r^ — 2 (a . cos 9 + ß sin 9) r + a^ + ßä — k^ = ■ ■ (3) 
In Bezug auf einen um den Pol C gezeichneten Kreis vom Halbmesser 
a findet man die Polargleichuug der dem Kreise K zugeordneten Kurve 



durch die Substitution: r = 
„g 2a^(acos9- 



in (3), wodurch man erhält: 
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Diese Gleichuug stellt wieder einen Kreis dar. Jede durch deu 
Mittelpnukt der reciprokeu Radien gehende Gerade schneidet die beiden 
zugeordneten Kreise in zwei Paaren einauder zugeordueter Punkte. 
Auf der vou C an den einen Kreis gezogenen Tangente kann mithin 
nur ein dem Berührungspunkt zugeordneter Punkt des andern Kreises 
liegen, d. h, die Tangente berührt beide Kreise zugleich. — Daraus folgt 

Einem beliebigen Kreise K ist durch reciproke Radien 
immer wieder ein Kreis zugeordnet. Der Mittelpunkt der 
reciprokeu Radien ist der äussere Ähnlielikeitspunkt beider 
Kreise. — 

Schneidet der von C durch den Mittelpunkt des Kreises K gehende 
Btrahl den gegebenen Kreis in zwei zugeordneten Punkten, so ist dieser 
Kreis sich selbst zugeordnet, 

ö) Die Polargleichung eines Kegelschnittes in Bezug auf einen 



Brennpunkt als Pol ist; "^ =^ TTPIT 



Dieselbe bedeutet, 



wenn | = 1 

5<1, ei 
§>1. 



cos Cp 

Parabel 
ine Ellipse 
Hyperbel. 



auf 



Besehreibt man nun um den Brennpunkt einen Kreis K mit dem 
a, so heisst die Gleichung der dem Kegelschnitt in Bezog 
Kreis zugeordneten Kurve: 

^ cos 9). 



R = -- f 1 - 
P 

Diese Gleichung bedeutet nach (VII, B, 18) eine Epicykloide, deren 
Wälzungskreis dem festen Kreise gleich ist. Pur ^ := 1 ist die Kurve 
eine Kardioide, für ^ <C 1 eine gestreckte, und für lÜ^l eine ver- 
schlungene Kardioide. 



In den Figi 
ist die jedem . 



1 73, 74, 75 
elsclinitt zu- 
Kurve in Bezug auf 
einen um den Brennpunkt B als 
Mittelpunkt beschriebenen Kreis 
K dargestellt. — Den uuend- 
lich fernen Punkten der Parabel 
und Hyperbel ist jedesmal der 
Mittelpunkt B der reciproken 
Radien zugeordnet. Zieht man 
von B aus den Strahl Bd (Fig. 73), 
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SO scbneidet derselbe die Parabel und die Eardioide in Kwei zugeordneten 
Punkten D und d. Die Tangenten der beiden Kurven in diesen Punkten 
bilden nach (3) mit Dd gleiche Winkel (weil Dd sich selbst zugeordnet 



ist), und dasselbe ist auch mit den beiden Normalen DN und dN der 
Fall. Hiernach sind die Dreiecke DdT und DdN beide gleichschenklig. 
— Gleiches gilt für die beiden andern Kegelschnitte. — Die Tangenten 
in den Scheiteln der Kegelschnitte stehen senkrecht zur Hauptachse, 
folglieh müssen auch die zugeordneten Kurven die letztere in den, den 
Scheiteln zugeordneten Punkten rechtwinklig durchschneiden. Hieraus 
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«rgiebt sich noch, dass die der Ellipse zugeordnete Kurve in der Nabe 
des Punktes d zwei Wendepunkte haben wird. Die unendlich fernen 
Tangenten der Parabel sind parallel zur Abscissenachse, folglich müssen 
die Zweige der zugeordneten Kardioide in B die Abscissenachse be- 
rühren. 

Den unendlich fernen Punkten der Hyperbel entspricht der Doppel- 
punkt B der zugeordneten verschlungenen Kardioide. — Die Tangenten 
der letzteren in B sind den Asymptoten parallel Den Asymptoten sind 
die Kreise P und Q zugeordnet, welche die Kardioide in B beruhreu 



6) Der Mittelpunkt eines Kegelschnittes sei der Mittelpunkt reci- 

proker Radien. Die Polargleiehuug der Ellipse ist: (s. IV, A 86) 

ab 
r = — p- 

y a^sin^9-j-b^cos^ 9 

und die der Hyperbel (s. IV, C, 47): 



y b^ cos^ 9 — a^ sin^ tp 
Hiernach heissen die Polargleichungen der augeordneten Kurven 
in Bezug auf einen Kreis vom Halbmesser k: 



R = — r-y"a^sin^ tp 4-1'^cos^ (p für die Ellipse, 



und R :=— j-l^b^cos^^ — a^sin^tp für die Hyperbel. 

Werden durch die Substitutionen E:=yx^-("y^ cosip:^ — ^^_i 

yx^-l-y^ 

sin 9 = — — --- - rechtwinklige Koordinaten eingeführt, so erhält mau 

yx^+y^ 
für die der Ellipse zugeordnete Kurve die Gleichung: 

(i' + J-j'-^Cä'j' + b'i') . . . . (a) 

und für die Kurve, welche der Hyperbel zugeordnet ist: 

(i' + j')' = -^Cli'>['-a'j>) ■ ■ • ■ (ß) 

woraus sich ergiebt, dass diese Kurven Fusspuuktkurven sind, und zwar 

(a) die Fusspunktkurve einer EUipse und (ß) die einer Hyperbel, deren 

. k^ , k^ 
1 je — und - 
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Ist die Hyperbel gleichseitig, so heiesfc die Polargleichung der zu- 
geordneten Kurve : R = — '^^cos 2 tp , welche eine Lemniskate be- 
deutet. Die Asymptoten der Hyperbel sind zugleich die Tangeuteu 
der Lemnisliate in dem Doppelpunkte derselben. — 

Ist die Ellipse gezeichnet gegeben, 
so lassen sich leicht beliebig viele Punkte 
der zugeordneten Kurve in Bezug auf 
den Kreis K bestimmen. 

Einer beliebigen Sekante fg der 
Ellipse (Fig. 76) ist ein Kreia P zuge- 
ordnet, welcher durch den Mittelpunkt 
C, und durch die Schnittpunkte m und n 
der Sekante, mit dem Kreise K geht. — 
Schneidet die Sekante fg die Ellipse in 
D und E, so ziehe man von C aus durch 
D und E Strahlen, bis dieselben den 
Kreis P in d und e schneiden. Die Punkte 
d und e gehören der zugeordneten Fuss- 
punktkurve au. — Ferner schneidet der 
Kreis P die Ellipse in F und Gr. — Zieht 
man also von C aus Strahlen durch diese 





beiden Punkte, so treffen dieselben die P zugeordnete Gerade in den 
Punkten f und g, welche ebenfalls der Fusspunktknrve angehören. — 
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Dieselbe Konstruktion kann man zur Bestimmung einer Reihe von 
Punkten der einer Hyperbel zugeordneten Kurre anwenden, wenn die 
Hyperbel gen ei ebnet gegeben ist. 

7) Welche Kurve ist der archimedischen Spirale in Bezug auf ihren 
Pol als Mittelpunkt reciproker Radien zugeordnet? 

Antw, Die hyperbolische Spirale. 

8) Durch welche Substitutionen ergiebt sich die Gleichung der- 
jenigen Kurve, welche der gegebenen Kurve: 

fCx, j) = o 

in Bezug auf den Anfangspunkt, als Mittelpunkt reciproker Radien, 
zugeordnet ist? 

Antw. x = ^^Y^, y = ^,-pY-.- 

9) Die allgemeine Form der S ch eitel gl eich an g eines Kegelschnittes sei: 

y=^"l^2px±qx^ 
Wie heisst die Gleichung der zugeordneten Kurve, wenn der Scheitel 
Mittelpunkt reciproker Radien ist, in Bezug auf einen Kreis vom Halb- 
messer a? 

2pXS±qa^X^ 



Antw. 



^|/^ 



-2pX 



Man diskutiere diese Gleichung für die einzelnen Fälle der EUipsCf 
Parabel und Hyperbel. 

10) Der Mittelpunkt eines Kreises vom Halbmesser r ist um die 
Strecke k von dem Mittelpunkt C der reciproken Radien entfernt. Um 
C ist ein Kreis vom Halbmesser a gezeichnet; wie gross ist der Halb- 
messer des dem ersteren zugeordneten Kreises? 

A"tw. ^,_^,, 

11) Zwei Kreise haben die 
Halbmesser r^ und r^ (Fig. 78). 
Die Entfernung ihrer Mittelpunkte 
ist e. — Welche Lage muss der 
Mittelpunkt reciproker Radien 
haben, wenn die zugeordneten 
Kreise gleich gross sein sollen? 

Antw. Hat der Mittel- ^^ ,g 

punkt P der reciproken Ra- 
dien die Abstände k^ und k^ von den Mittelpunkten A und B der 
beiden gegebenen Kreise, so hat man, wenn man (10) berücksichtigt: 
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kl ä — ri ^ kg ^ — r/ 

oder kj ^r^ ^ ka ^r^ = rji^ (r, — r^) (a) 

Da kj und k^ dieser Gleichung genügen müssen, so ist P ver- 
änderlich; man hat alao noch den Ort des Punktes zu bestimmen. — 
Es sei B der Anfangspunkt rechtwinkliger Koordinaten, AB Abseissen- 
achse; dann folgt: 

x^ + y*^kg^ 
Cx + e)^ + y^-k,^. 
"Werden diese beiden Werte in die Gleichung (a) eingesetzt, so 
erhält man als Gleichung des gesuchten Ortes: 

[(x + e)= + y*j r, - (x^ + y^) r, = r,r, (r, - r,), 
oder geordnet: 

9 I a 2erg e^r^ . . 

^ ~ry ^~ X . — r ^1^2 =^ "i 

woraus sich ergiebt, dass der gesuchte Ort ein Kreis ist, dessen 

y 

/ 




\ 
\ \ 

w 



Mittelpunkt auf der Abscissenachse liegt. — Die Abacisse des 
Mittelpunktes ist aber = — - — , folglich ist der Mittelpunkt 
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(nach III, 89} der äussere Äiinlichkeitspunkt der gegebenen Kreise. 
Für den Halbmesser r findet rnau leicht: r^^ y p (p-|- e)- — r^Tg, 
wenn p ;= — die Entfernung des Ähnlichkeitspunktes von 

B ist. Hiernach lässt sich der Ort des Punktes P leicht kon- 
struieren. — 

Wenn S (Fig. 79) der Ähnliehkeitspunkt der beiden gegebeneu 
Kreise A und B ist, so zeichne man um AS als Durchmesser den 
Kreis M; errichte in B das Lot BC auf AS und ziehe CS, dann 
ist CS^ ^ p (p-|-e}. Auf der Verlängerung von CS trage man 
,CB = rj und GD = r^ ab; zeichne um DE als Durchmesser den 
Kreis N, welcher AC in P schneidet; dann ist CP^^ir^rj. 

Nun zeichne man mit dem Halbmesser CP um C einen Kreis 
und ziehe von S aus die Tangente SQ an denselben, dann ist 
8Q =yCS"^ ^^CQ^= V^CS^— CPi^ = ypCp + e)— r^r^, der 
gesuchte Halbmesser. 

12) Es sind drei Kreise K^, Kg, Kg gegeben. Man soll den Mittel- 
pimkt der reciproken Radien so bestimmen, dass die den Kreisen K^, 
Kä, Kg zugeordneten Kreise gleich gross werden. — 

Leicht mit Hülfe von 11). 

13) Einen Kreis zu konstruieren, welcher drei gegebene Kreise be- 
rührt. Diese Aufgabe lässt sieh ebenfalls nach dem Princip der' reci- 
proken Radien lösen. — Man verwandelt die drei gegebenen Kreise 
K;, Kg, Kg in drei gleich grosse Kreise. Konstruiert man nun den 
Mittelpunkt desjenigen Kreises, welcher durch die drei Mittelpunkte 
der letzteren geht, so ist derselbe koncentrisch mit den beiden, welche 
diese Kreise von aussen oder innen berühren. — Die zugeordneten 
Kreise dieser Beruh ruugsk reise werden nun die gegebenen Kj, K^ und 
Kg berühren. — Ebenso leicht sind die übrigen Berührungskreise zu 
finden. 

14) Drei gegebene &eise Kj, K^, K5 in drei andere zu verwan- 
deln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen. 

Aufl. Man zeichne aus dem Radikalcentrum c (fig. 80) der 
gegebenen Kreise denjenigen Kreis P, welcher die gegebenen Kreise 
rechtwinklig durchschneidet. — Wird nun ein beliebiger Punkt M 
im umfange dieses Kreises als Mittelpunkt reeiproker Radien an- 
gesehen, so wird P in eine Gerade G verwandelt, welche die 
Kj, Kg, Kj zugeordneten Kreise kj, k^, kg rechtwinklig durch- 
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sctneideu muss, — Das letztere ist nur möglich, weun die Mittel- 
punkte von kj, kj und kg auf der Geraden G liegen. ■ — 

15) Zwei gegebene Kreise 
K, und Kg in zwei koncen- 
trische Kreise zu verwandeln, 
Aufl. Diese Aufgabe 
ist nur losbar, wenn die ge- 
gebenen Kreise Kj uad K<j 
sich nicht schneiden. — Man 
konstruiert die Chordale C 
beider Kreise. Diese schnei- 
det die Centrallinie in einem 
Punkte P; um diesen als 
Mittelpunkt wird der Ortho- 
gonalkreis von Kj und K^ 
gezeichnet. Für alle Kreise 
der Schar 8, welche mit K^ 
und Kg die Gerade als ge- 
^ ' meinsehaftliche Chordale ha- 

ben, achneidet der Ortho gonalkreis aut dei üentiale die beiden 
Grenzpunkte G^ und G^ ab. — Jeder Kreis welcher d ich Gj 
und Gg geht, schneidet alle Kreise dei ^ehai S untei i echtem 
Winkel. Wird nun einer der Grenzpuul te zim M ttelpui 1 1 leci- 
proker Radien genommen, so werden alle duich lensellen gehende 
Kreise in gerade Linien verwandelt, welche die zugeordneten K eise 
der Schar S rechtwinklig durchschneiden müssen — Dies st nnr 
möglich, wenn S .in eine Schar konceutrischei Kieise venvandelt 
wird, unter deuen auch die Kj und K^ z igeoi Ineten bin 1 ■ — 

Princip der reciproken Radien f ir len P i in 
16) Sind K und k zwei in Bezug auf den Kreis P einander zu- 
geordnete Kreise, so besehreiben diese, wenn man sie am ihre gemein- 
schaftliche Centrallinie dreht, drei Kugelflächen K', k' and P'. — Jede 
durch den Mittelpunkt der Kugelfläche P' gehende Gerade schneidet 
K' und k' in zwei Paaren voneinander zugeordneten Punkten. — Geht 
der Kreis K durch C, so ist demselben eine Gerade G zugeordnet. — 
Bei der Drehung um die Centrallinie beschreibt K wieder eine Kugel- 
fläche K' und G eine Ebene, welche K' zugeordnet ist. Hieraus folgt; 
Im Räume ist jeder Ebene eine Kugelfläche zugeordnet, welche 
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durch den Mittelpunkt C der recipi'okeu Radien geht. Jede durch C 
gehende Ebene iat sich selbst zugeordnet. Einer beliebigen Kugelfiäche 
ist immer wieder eine Kugelfläehe zugeordnet. 

Aus (3) d. Abschn. sehliesst man, dass zwei Ebenen sich unter dem- 
selben Winkel schneiden, wie die ihnen zugeordneten Kugelflächen. 
Einem von vier Ebenen gebildeten unendlich Meinen Tetraeder ist ein, 
von vier Kugelfläehen eingeschlossenes ebenfalls unendlich kleines Te- 
traeder zugeordnet, welches dem ersteren ähnlich ist. — Da die Seiten- 
flächen der beiden Tetraeder einander ebenfalls ähnlich sind, so folgt 
hieraus: 

Durch reciproke Radien werden zwei einander zugeordnete Flächen 
derart aufeinander abgebildet, dass ihre kleinsten Teile einander ähnlieh 
sind. Zwei auf der einen Fläche liegende Kurven schneiden sich unter 
demselben Winkel, wie die ihnen zugeordneten Kurven der anderen 
Fläche. — 

Soll die einer beliebig im Baume liegenden Kreislinie Q zugeord- 
nete Kurve bestimmt werden, so lege man durch Q zwei Kugelflächen 
Mj und Mj. — Die den letzteren zugeordneten Kugelflächen nij und m^ 
schneiden sich in einer Kreislinie q, welche der Q zugeordnet ist. — 

Jeder beliebig im Räume liegenden Kreislinie Q ist deshalb immer 
wieder eine Kreislinie zugeordnet, welche sich in eine Gerade verwan- 
delt, wenn Q durch den Mittelpunkt der reciproken Radien geht. 

Abbildung einer Kugelfläehe auf einer Ebene. 

17) Nach 16) wird eine Kugelfläche K (Fig. 81) in eine Ebene 
E verwandelt, wenn der Mittelpunkt m der reciproken Radien auf der 
Kugelfläche liegt. — Einer Kreislinie der Kugelfläche K, deren Ebene 
durch m geht, ist eine Gerade zugeordnet, und jeder anderen Kreislinie 
auf K wieder eine Kreislinie der Ebene E. — Da zugeordnete Punkte 
von K und E auf demselben durch m gehenden Strahl liegen, so ist 
die K zugeordnete Figur eine Projektion von K auf E aus dem Pro- 
jektionscentrum m. 

Man benutzt diese Projektion zur Darstellung des Gradnetzes auf 
der Erdkugel. Liegt das Projektionsceutrum m im Äquator, so nennt 
mau die Abbildung des Gradnetzes auf der Ebene E eine stereogra- 
phische Äquatorealprojektion. Von dieser ist in Fig. 81 derjenige Teil 
-dargestellt, welcher der der Ebene E zugewendeten Hälfte der Kugel- 
fläehe K entspricht, — Die Projektionen der Parallel kreise und Meri- 
diane bilden zwei Scharen sieh rechtwinklig durchschneidender Kreise, 
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von denen letztere sieb in den Projektionen der beiden Pole N und S 
schneiden. — Der Äquator ei-scbeint als die Gerade ÄÄ^, welche die 




gemeinschaftlicbe Chordale der Parallelkreise ist, während die Pole N 
und S die Grenzpunkte dieser Schar sind. Um die Projektion eines 
Pavalielkreisea , dessen geographische Breite ß ist, zu zeiebneo, mache 
man in Fig. 81 / ADB = ß, und ziehe in B die Tangente BC. Diese 
trifft den zum Äquator senkrechten Durchmesser NS in C. — Um C 
zeichnet man mit dem Halbmesser BO den Kreisbogen BP; derselbe 
schneidet den Kreis SANA^S rechtwinklig und ist deshalb die Abbildung 
des Parallelkreises von der geographischen Breite ß. 

Um die Abbildung eines Meridians von der geographischen Länge X 
zu bestimmen, beachte mau, dass die Projektion der Kugelfläche auf 
der Ebene M desjenigen Meridians, weicher zu E parallel ist, der Pro- 
jektion auf E geometrisch ähnlich ist. — Die Projektion des Punktes 
h, welcher auf dem Äquator liegt und dessen geographische Länge ), 
ist, liegt im Durchschnitt hj des Strahles hm mit dem Durchmraser 
aai {der Winkel adh ist gleich X). Denkt man sich den Äquator um 
aa^ in die Ebene M gedreht, so gelangt m nach s, und h in die Kreis- 
linie an nach hj^; hieraus ergiebt sich sofort die Richtigkeit folgender . 
Konstruktion: Man mache / ADH gleich >> und ziehe HS; dann ist 
der Punkt H^, in welchem HS die Gerade AÄj schneidet, die Projektion 
desjenigen Punktes des Äquators, welcher die Länge )> hat. Durch 
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dieaeo Punkt und dui'ch N und S geht die AbbiMi 
welcber ebenfalls die geographische Länge X hat. — 

Betrachtet man die Ab- 
bildang AA, (Fig. 82) des 
Äquators als Abseisseuaebse, 
D als A.nfangspunkt, so lassen 
sich die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes P der Abbil- 
dung leicht durch geographische 
Länge und Breite des zugehö- 
rigen Punktes p der Kugel- 
fläche bestimmen. Man lege 
durch den Strahl mP eine 
Ebene , welche senkrecht zur 
Ebene des Äquators steht und 
die letztere in mQ schneidet. 

Zieht mau nun pq und PQ senkrecht zu mQ, qg senkrecht zu Dm, 
und von d durch cj den Radius dr, dann ist / DdQ ^\ /_ pdq = ß, 
DQ = X und PQ = y. Hierbei ist vorausgesetzt, dass e der Nullpunltt 
des Äquators ist. Der Halbmesser der abzubildenden ICugel sei a, und 
k der Abstand des Punktes m von der Ebene E. — Man findet nun 
leicht; 

pq = a sin ß; qs ^ a cos ß sin \, ds = a ■ cos ß cos a. 




ferner 
oder 

also 



PQ ; pq ^ tnQ : mq = mD : n 

y : a sin ß ^ k ; a (1 -|- cos ß cos X) 



Auf 



y = 

Weise findet i 
oder: x ; 



1 -}- cos ß cos \ 



DQ : qs = Dm : sm oder: x : a cos ß sin X ^ 

„ , , k cos ß sin >. 

woiaus tolst x^T — ; 

^ 1 -j- cos ß co^ t 

HiPidui h sind \ und j ils Funktnnpn ^un ) 



k:i.(l+cosp™i), 



*1 Dl die kleinsten Teile dei gegebenen Kugdfläohe und ihier Alibildurg 
ihnlii-h bind so iniiesen die durch einen Punkt der eitleren gehenden Kurven- 
elemente ihien zugcoidneten Eleraentcn der Abbillang pinpoitionieit sein — Du 
Veili&Itnia zweier einander augeoidneten Elpmente heisst da,a Veigiö^^eiungsvei 
hältnis — 

Sind demnach p und pi awei inendbi,h nTihp l'ankte Ipr Kiigelflacl e weicht 
die Keopriphischpn I iiitjen und Bieiten (/ ') und {i -^ \>) l^-|-d[^) hilen 
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18) Mao konstruiere die stereograpliiscbe Polarprojelction des Grad- 
netzes der Erdkugel, welche mau erhält, weuD der Mittelpunkt der reci- 
proken Radien in einem der Pole angenommen wird. 

Für die Koordinaten der Abbildung desjenigen Punktes, welcher 
die geographische Lange \ und Breite ß hat, findet man: 

__ k cos ß cos >, k cos ß sin >. 

^ ~ "l + sin ß ' ^ ~ 1 + sin ß ' 

19) Liegt der Mittelpunkt m der reciproken Radien auf der Kugel- 
fläehe beliebig zwischen dem Äquator und einem Pole, so ist die der 
Kugelfläche zugeordnete Ebene parallel der Tangentialebene im Punkte m. 
Da in Bezug auf die Erdkugel diese Tangentialebene den Horizont des 



Punktes m bildet, so pflegt man die Projekt] 

Falle die stereographische Horizont alprojekti 

Man konstruiere auch hierfür die Abbi 

dann ist: 



;on der Kugelfläche in d 
ion derselben zu nennen. - 
Idung des Gradnetzes. 



ppi=:= y a»oos'pdX'-|-aMp^ 
Den Punkten p und pi sind augeordnet P(x, y) und Pi(sH-dx, y + tij) 
der Abbildung, und es ist: 

PP,= y'ds' + dp. 
Da aber s und y Funktionen von X und p sind, so folgt; 

Für die Länge dee Elementes PPj ergiebt sieli hieratia die Formel: 



aieraus das Verhältnis von zwei einander zugeordneten Elementen: 



ä^li.dX= + a' 

Da das VergrösserungsTerhältnis für alle durch p und P gehenden Elemente 
konstant ist, so kann man ppj in der Richtung des Meridians wählen; dann ist 
bei der Differentiation X als Eonstante anzusehen, während ? konstant bleibt, 
1 Parallelkreis liegt. Für diese beiden Annahmen erhält man: 



PP, 



_V^-+(§- , pp. f$f+¥ 



pp a ppi acosji 

Bestimmt man die partiellen Differentialcinotienten von s \ind y nach 1 
aus den oben für x und j gefundenen Werten, so erhält man för das Tergrösse 
Verhältnis die Formel: 
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Die Cyklide. 
20) Diejenige Fläclie, welclie einer geraden Cyliuderfiäche mit kreis- 
förmigem Querschnitt in Bezag auf einen Paukt m als Mittelpunkt 
reciproker Radien zugeordnet ist, wird Cyklide genannt. — Jeder Seiten- 
linie der Cylinderfläelie entspricht ein Kreis, welcher durch m geht, 
Mud iu diesem Punkte von einer Geraden berührt wird, welche den 
Seitenlinien der Cylinderfläche parallel ist. Den senkrecht zu den Seiten- 
linien stehenden Kreisen der Cylinderfläche sind wieder Kreislinien zu- 
geordnet, welche die vorige Schar rechtwinklig durchschneiden. Liegt 
m auf der Achse der Cylinderfläche, so sind die den Seitenlinien zu- 
geordneten Kreise einander gleich, es entsteht eine Rotationscyklide 
(Ringfläehe). Liegt m ausserhalb der Cylinderfläche, so erhält die 




Cyklide die in Fig. 83 dargestellte Form. Äj und A^ sind Horizontal- 
und Vertikalprojektion der Cylinderfläche; mj und m^ ebenso die Pro- 
jektionen des Mittelpunktes der reciproken Radien. Die Kugel, auf 
welche die Cylinderfläche und die ihr zugeordnete Cyklide bezogen sind, 
berührt in der Figur die Cylinderfläche. C[ und Cg sind nun die beiden 
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Projektionen der Cyklide, welche in C der Anschaulichkeit wegen noch 
einmal in schräger Ansicht dargestellt ist. — In der Horizontalprojek- 
tion erscheinen die den Seiteulinien der Cylinderfläche zugeordneten 
Kreise als gerade Linien, welche durch m, gehen; in der Vertikalpro- 
jektion erscheinen dieselben als Ellipsen. Nur der grösste und der 
kleinste Kreis zeigen sich in der letzteren in wahrer Gestalt. — Die 
zweite Schar der Kreislinien erscheint in der Vertikalprojektion durch 
eine Schar gerader Linien dargestellt. — So bedeutet a. B. die Gerade 
g^hg die Vertikalprojektion der dem Kreise GH der Cylinderfläche zu- 
_ geordneten Kreislinie; man findet 

dieselbe leicht mit Hülfe der Strah- 
len mg G und m^ H. 

Liegt m innerhalb der Cylinder- 
fläche, so nimmt die Cyklide die 
Form Fig. 84 an, und liegt m auf 
der Cylinderfläche, so erstreckt sich 
die Cykhde ins Unendliche (Fig.85). 
— Sie hat mit der Cylinderfläche 
in diesem Falle die durch m geheude 
Seitenlinie AB, welche sich 
selber entspricht, gemein- 
schaftlich. Dem durch m 
gehenden kreisförmigen Quer- 
schnitte der Cylinderfläche ist 
ebenfalls eine Gerade CD, 
welcheÄBrechtwinkligkreuzt, 
zugeordnet. — In AB berührt 
die sich selbst zugeordnete 
Tangentialebene Cylinder- 
fläche und Cyklide. 

Für alle drei Formen 
lassen sich folgende Eigen- 
schaften der Cyklide aufstellen, 
welche sich aus den ent- 
Fig. 85, sprechenden Eigenschaften 

der Cylinderfläche ohne wei- 
teres ergeben, wenn man statt der Seitenhnien, Kreise oder Ebenen 
hei der Cylinderfläche die ihnen zugeordneten Gebilde bei der Cyklide 
nimmt. 
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Dareli je zwei Kreislinien einer 
Schar auf der Cyklide lässt sieh 
eine Ku gelfläche legen. 

Die Cyklide wird von 2 
Scharen unzählig vieler Kugel- 
flächen in Kreislinien berührt. — 
Jede Kugelfläche der einen Scbar 
berührt jede Kugelfläche der an- 
deren Scliar. 



1) Durch je zwei Seitenlinien 
der Cylinderfläehe lässt sich eine 
Ebene legen. 

2) Die Cylinderfläehe wird von 
unzählig vielen Ebenen in Seiten- 
linien und von unzählig vielen 
Kugelflächen in Kreislinien berührt. 
— Jede der Kugelflächen berührt 
jede der Tangentialebenen. 

Man beweise uoch folgenden Satz: 

Die Ebenen der Schar von Kreialimeu der Cyklide, welche den 
Kreisschnitten der Cylinderfläehe zugeordnet sind, schneiden sich in 
einer Geraden, welche in derjenigen Sjmraetrieebene der Cyklide liegt, 
die senkrecht zu den Seitenlinien der Cylinderfläehe steht. 

21) Es seien E^, E,, E3 (Fig. 86) 
drei senkrecht zu einander stehende 
Ebenen, AX, AY, AZ die drei Durch- 
sehnittsliuien derselben. In AY liegt 
der Durchmesser AB = 2a eines 
Kreises K, welcher mit der Ebene 
E^ einen Winkel von 45° bildet. — 
Dreht man nun den Kreis um die 
Achse ÄZ so, dass der Durchmesser 
AB die Ebene E, durchläuft, so wird 
der Schnittpunkt des Kreises mit j-,g as, 

der Ebene Eg eine Kurve auf Eg 
beschreiben, deren Gleichung bestimmt werden soll. — 

ADE sei eine beliebige Lage des beweglichen Kreises, D der Durch- 
schnitt desselben mit der Ebene Eg. Fenier seien AD =^ r und 
£ DAX = 9 die Polarkoordiuateu des Punktes D. Zieht man D& _|_ AE, 
DF _i_ AS und verbindet F mit G, so ist nach Voraussetzung / DGP 
=^45". /\ ADE ist rechtwinklig, und wenn / DAE =^ a gesetzt 
wird, so ist: r = 2acosa. 

Ferner ist DP = I)Gyl^ oder DG=_DF-/2; r sin 9 = DP, 
r sin a = DG = DF y^2^ folglieh _ sin a. = 1^2 - sin 9. Hieraus ergiebt 
sieh leicht cos a=;y 1 —- 2 sin^ 9 = y cos2 cp. Setzt man diesen 
Ausdruck in den ersten für r gefundeneu Wert ein, so folgt als Polar- 
gleichung der gesuchten Kurve; r = 2aycos2cp, 
welche eine Lemniskate bedeutet. (VII, A, 8). 
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Die von dem Umfang des Kreises K bei der Drehung um die 
Aclise AZ be=eliuebene Fläche F wird deshalb auch von einer Lemaia- 
kate durchlaufen, deren Ebene beständig durch die Achse AZ geht. — 
Es ist leicht ersichtlich, dass auf der Fläche (Lemniskatoid) noch eine 
zweite Schal von Ereilen existiert, welche ebenfalls unter 46° gegen 
die Ebene Ej geneigt sind. — Je zwei Kreise der beiden Scharen, 
welche einen Durchmesser gemeinschaftlieh haben, durchschneiden sich 
unter rechtem Winkel. Durch die Umfange zweier solchen Kreise lässt 
sich eine Kugelfläche legen, welche in dem einen Durchschnitte derselben 
die Fläche F berührt. — Eine dritte Schar von Kreislinien auf F steht 
spnkrecht zur Achse AZ. — Die Fläche F wird daher von einer zweiten 
Schar von Kngelfläeben berührt, deren Mittelpunkte auf AZ liegen. 

Nimmt man nun A (Fig. 87) zum Mittelpunkte reciproker Radien, 
so verwandelt sich die in der Ebene E^ liegende Lemniskate in eine 
gleichseitige Hyperbel und die Fläche F wie leicht ersichtlich in eine 
solche, welche durch die Umdrehung der Hyperbel um die Achse AZ 
erzeugt wird (Rotations -Hyperboloid). — Denkt man sieh F durch 



Drehung des Kreises K entstanden, so ist jeder Lage des beweglichen 
Kreises eine Gerade zugeordnet, welche auf dem Hyperboloid liegen 
muss. — Es giebt hiemach auf dem Hyperboloid zwei Scharen von 
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geraden Linien, welcbe, den gemachten Voraussetzungen zufolge, sieh 
rechtwinklig durchschneiden müssen. ■ — Die Ebene, welche durch zwei 
dieser, verschiedenen Scharen angehörenden. Linien geht, berührt in dem 
Schnittpunkte der Geraden das Hyperboloid. — 

22) Man untersuche diejenige Fläche, welche einer geraden Kegel- 
fläehe mit kreisförmigem Querschnitt zugeordnet ist, wenn der Mittel- 
punkt der reciproken Radien auf der Achse der Kegelfläche, oder inner- 
halb oder ausserhalb, oder auf der Kegelfläche hegt. Diese Fläche ge- 
hört auch zu den Cjkliden. 

23) Allgemein ist eine Cjklide diejenige Fläche, welche von einer 
veränderlichen Kugelfläehe, welche drei gegebene Kugelflächen berührt, 
eingehüllt wird. Man zeige, dass die in den Fig. 83, 84, 85 darge- 
stellten besondere Fälle deiselben imd und beweise, dass eine Cjklide 
durch reciproke Radien wieder m eine Oyklide verwandelt wird. 

24) Drei Kugelflacheu durch leciproke Radien in solche Kugel- 
flächen zu verwandeln, deien Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, 
(s. 14 d. Abschn.) 

25) Zwei Kugelflächen durch reciproke Radien in zwei konzentrische 
Kugelflächeu zu verwandeln, (s. 15 d. Abschn.) 

96) Ebenso zwei gegebene Kugelflächeu in zwei gleich grosse Kugel- 
flächen zu verwandeln. 

27) Drei gegebene Kugelflächen durch reciproke Radien in drei 
gleich grosse Kugelflächen zu verwandeln. 

B. Polarfisuren. 

1) Zu jedem Punkte P einer Ebene kann luau in Bezug auf einen 
in derselben liegenden Kreis M eine, und nur eine Polare konstruieren. 
Bewegt sich P stetig auf einer Kurve C, so bewegt sich seine Polare 
ebenfalls stetig, und umhüllt eine andere Kurve C^, deren Gestalt von 
C abhängig ist. Man nennt dieselbe die Polarflgur von C; der Kreis 
M heisst der Polarisation skreis. 

Die Polargleichung der Kurve sei: 

K = fC<p) (1) 

und P(E, 9) irgend ein Punkt derselben. Der Halbmesser eines um 
den Pol A (auf welchen die Gleichung (1) bezogen ist) als Mittelpunkt 
gezeichneten Polarisationskreises sei a, dann ist die Normalgleiehung 
der zu P gehörigen Polare in rechtwinkligen Koordinaten: 

X cos (p -|- y sin (p — r =^ (2) 
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wenn r den Abstand der Geraden von Ä bedeutet und die Abseisaeu- 
achse mit dem festen Schenkel des veränderlicben Winkels cp zusammen- 
fällt. — Da die Gerade (2) Polare von P ist, so folgt: 

Rr = a^ (3) 

Die Koordiuaten der Geraden (2) sind nun: 

^^ = ___cos9, v=- — — sm9 (4) 

Eliminiert man ans (1), (3) und den beiden Gleichungen (4) die 
Grössen U, r, 9, so erhält man eine Gleichung zwischen den Veränder- 
lichen n und T, welche von den Koordinaten aller Geraden (2) erfüllt 
sein muss. Dies ist aber die Gleichnng der Polarflgur von C in Linien- 
koordinaten. 

Aus (4) ergiebt sich leicht: 

und wenn man dies in (3) einsetzt, so erhält man; 

oder f(9) = a^ y"u^ -j~ v^. 

Aus der ersten Gleichung (4) folgt: 



cos (p ;= — nr = - 



Yn' + y'" 

Man erhält demnach die Gleichung der Polarligu 
durch Elimination von 9 ans den beiden Gleichungen: 
fW = «' Yu'+v' I 



cos o = , 

Y-^i' + i' I 

2) Die Gleichung der Polarfigur der Gei-adei 



ergiebt sicii l:ieroach aus deir beideu Gleichuugeu; 

k 



(6) 



a>lA,« + ,• = -- 



Durch Elimination von cos 9 erhält man hieraus: 

a^i-f k^O. 
Dies ist die Gleichung eines Punktes, dessen Koordinaten -y- und 
sind, und es folgt hieraus der schon früher bewiesene Satz: 
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Die Pokreii aller Puiikti 
Oeradeii. 

3) Die allgemeine Gleicliung der Kegelsclmitte in Bezug auf eiueu 
Brennpunkt B als Pol, ist: 

1 -f- § COS 9 
Zeiclinet man um ß als Mittelpunkt einen polarisierendeu Kreis 
mit dem Halbmesser a, so heissea die Gleichungen (5): 



a^y u^ + V^:=^ 



1 -j- 5 cos cp 



Durch Elimination von cos 9 findet man hieraus: 

welches die Gleichung eines Kreises in Linienkoordinaten ist. 
Die Polarfigur des Kegelschnittes ist also ein Kreis, desse 

punktskoordinaten 



Mittel- 



■ve C, Fig. 88, und P, 



md sind. Der Halbmesser ist — (s. HI, 80). 
p - P 

Bei der Parabel, für welche 1^=1 ist, geht dieser Kreis durch 

den Brennpunkt, 

4) Ist G^ die Polarkurve einer gegebenen Kurve C, so ist auch 

umgekehrt C die Polarkurve von C^. 

Beweis. Es sei p^ ein Punkt der Ku: 
seine Polare in Bezug auf irgend 
einen Kreis K. — Einem zweiten 
Punkte pa auf C, welcher un- 
endlich nahe bei p^ liegt, ent- 
spreche die Polare P^. Die letz- 
tere weicht dann ebenfalls unend- 
lich wenig von Pj ab. Der 
Schnittpunkt m von Pj und Pg 
ist uun ein Punkt der Kurve 
C^. — Es ist aber-m der Pol 
der durch pi und pg gehenden 
Geraden y, welche als Verbin- 
dungelinie zweier unendlich nahen Punkte der Kurve C eine Tangente 
der letzteren ist. — Einem beliebigen Punkte m der Kurve C^ ent- 




Fig, 83, 
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spricht daher 
bewiesen ist, - 



! Tangente vou G als Polare, wodurch der Satz 




5) Es sei der Kreis M (Fig. 89) die Polarfigur der Parabel in Be- 
zug anf den nm den Brenapunkt B als Mittelpaukt gezeichneten Kreis K; 
ferner die Kardioide C die zugeordnete Kurve hinsichtlich desselben 

Kreises. — Ist nun P ein be- 
liebiger Punkt der Parabel, so 
schneidet BP die Kardioide in 
dem zugeordneten Punkte p. — 
Durch den letzteren gebt aber 
die Polare pq des Punktes P, 
welche zugleich Tangente des 
Kreises M ist. — Da nun pq 
eine beliebige Tangeute von 
M, und Bp eine von B auf 
dieselbe gefällte Senkrechte ist, 
so folgt: 

Der Ort der Fuss- 
pnnkte aller zu den Tan- 
genten eines Kreises aus 
einem Punkte des Umfauges gefällten Lote ist eine Kardioide, 
Betrachtet man umgekehrt die Parabel als Polarfigur des Kreises 
M, dann entspricht einem Punkte S auf M die zugehörige Polare TR 
als Tangeute der Parabel. — - Die Gerade BS steht senkrecht zu TE, 
und trifft letztere in dem Punkte s, welcher 8 hinsichtlich des Kreises 
K zugeordnet ist. — Demnach liegt s auch auf der dem Kreise M in 
Bezug auf K zugeordneten Kurve. Die letztere ist aber (weil M durch 
B geht) die gemeinschaftliche Sekante von K und M, welche zugleich 
die Scheiteltaugente DE der Parabel ist. Hieraus folgt: 

Der Ort der Fusspunkte aller vom Brennpunkte einer 
Parabel auf die Tangenten derselben gefällten Lote ist die 
Scheiteltangente der Parabel. 

6) Polarisiert man die Elbpse E (Fig. 90) in Bezug auf den um 
den Brennpunkt B gezeichneten Kreis K und ist M die Polarfigur, 
femer die Epieykloide C die der Ellipse E zugeordnete Kurve hinsicht- 
lich K, dann findet man leicht: Wenn P ein beliebiger Punkt der 
Ellipse, und die Tangente pq des Kreises M die zugehörige Polare ist, 
so niuss der Schnittpunkt p von BP und pq auf C liegen. — Bei der 
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Hyperbel findet dasselbe statt, mir liegt in diesem Falle B ausserhalb M. — 
Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich der Satz: 

Der Ort der Fusspunkte aller Lote, welche von einem be- 
liebigen Punkte auf alle Tangenten eines gegebenen Kreises 
gefällt werden konneu, ist eine Epicykloide, deren Wäl- 
znngskreis dem festen Kreise gleicb ist. Liegt der Punkt inner- 
halb des Kreises, so ist 
der Ort eiue 
Epicykloide; liegt 




3 Epicykloide. 
— Die Kurve wird eine 
Kardioide, wenn der 
Punkt auf dem Kreise 
liegt. 

Ist S ein Punkt 
der Polarflgar M der 
Ellipse, und die Tan- 
gente TR der letzteren 

die zugehörige Polare, dann ist der Schnittpunkt s von BS und Tß 
dem Punkte S zugeordnet. — S liegt deshalb auf der dem Kreise M 
hinsichtlich K zugeordneten Kurve. — Die letztere ist aber der um die 
grosse Achse der Ellipse als Durchmesser gezeichnete Kreis Q. Bei der 
Hyperbel ündet gleiches statt, folglich ergiebt sich: 

Der Ort der Fusspunkte der von einem Brennpunkte 
einer Ellipse oder Hyperbel auf alle Tangenten derselben 
gefällten Lote ist der um die Hauptachse als Durchmesser 
gezeichnete Kreis. 

7) Es seien a, b, e {Fig. 91) drei Tangenten eines Kegelschnittes, 
und A, B, C die diesen Tangenten entsprechenden Punkte der Polar- 
figur K des gegebenen Kegelschnittes, welche auf den um den Brenn- 
punkt F gezeichneten Kreis M bezogen ist. — Dann sind die Schnitt- 
punkte a, ß, y der Tangenten die Pole der Yerbindungsgeraden AB, 
BC und AC; folglieh stehen Pa und Fß senkrecht zu AB bez. BC, 
und die Summe der Winkel ABC und aPß beträgt zwei Rechte, 
Giebt man der Tangente b eine andere Lage, etwa b^, so rückt ihr Pol 
nach Bi, und die Schnittpunkte «j und ßj von b^ mit a und e sind 
jetzt die Pole der Geraden ABj und B^O. — Nun steht Faj wie- 
der senkrecht zu ÄB^ und Fßj senkrecht zu B^C; folglich ist 
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i ABiC + Z a^Pß, = 2E. Da aber / ABC = 
auch 2 aFß = ZaiFßi, d. b.: 




Der Abschuitt einer beweglielien Tangente eines Kegel- 
scbnittes, welcber zwischen zwei festen Tangenten desselben 
liegt, erscheint von einem Brennpunkte ans nnter konstan- 
tem Winkel, 

8) Liegen die Berülirnngspnnkte A nud B zweier Tangenten AC 
und BD (Fig. 92) der Polarfignr eines Kegelschnittes in den Endpunkten 
eines Durchmessers, so entsprechen 
den Punkten Ä und B die Tangeu- 
ten a nud b des Kegelschnittes, als 
Polaren derselben. Umgekehrt ent- 
sprechen den Berührungspunkten 
c und d dieser Tangenten die in 
diesem Falle parallelen Tangenten 
AC und BD der Poiarfigur. Da 
nun Fe und Fd senkrecht zu AG 
nud BD stehen, so ist cFd eiue 
Gerade. Ferner ist der Durch- 
schnitt K der Tangenten a und b 
der Pol der Geraden AB, Dreht 
so bewegt gich a. auf der Polare 
von m und cd dreht sich um den Brennpunkt F. Hieraus folgt: 




AB um den Mittelpunkt i 
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Der Ort des Durchschnittes zweier Tangenten eines 
Kegelschnittes, deren Berührnngasehue dnrCh einen Brenn- 
punkt geht, ist eine Gerade. 

9) Sind A,, Ä, . . . Ä,, (Fig. 93) sechs Tangenten eines Kegel- 
schnittes, so entsprechen denselben sechs Punkte aj, a^ . . . Sq der 
Polarfigur. — Nnn durchschneiden sieh die gegen überUegenden Seiten- 
paare: a^ag nnd a^ag 




in drei Punkten P^, Pg, Pg, welche nach dem Pascal'sehen Satze auf 
einer Geraden G liegen. — Polglich gehen die Polaren dieser Punkte, 
nämlich die Hauptdiagonalen des von den Tangenten des Kegelschnittes 
gebildeten Sechsecks durch einen Punkt Q, den Pol jeuer Geraden G. — 
Auf diese Weise erhält man den Satz von Brianchon. — Setzt man 
umgekehrt den letzteren als bekannt voraus, so kann man ebenso durch 
Polarisation den Satz von Pascal nachweisen. 

10) Die Polarfigur einer Ellipse oder Hyperbel in Bezug auf einen 
um die Hauptachse als Durchmesser gezeichneten Kreis zu finden. 
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Aiitw. Fdr die Polarilgiir der Ellipse erhält mau die Gleichuüg: 

uud für die Polarfigur der Hyperbel: 

Die Polarfigur der Ellipse ist demnach wieder eiue Ellipse iiad 
die der Hyperbel ebenfalls eine Hyperbel. — Die Hauptaelisen 

sind, wie man leicht aus den Gleichungen erkennt: ^j— und a. 

1 1} Nachauweisen, dasa die Polarflgur eiuea Kegelschnittes in Bezug 
auf einen beliebigen Kreis wieder ein Kegelschnitt ist. — 

12) Haben drei Kegelschnitte einen Brennpunkt gemeinschaftlich, 
so liegen die Schnittpunkte der Tangenten, welche je zwei dieser Kegel- 
schnitte berühren, auf einer Geraden, 

Die ApoUouischo BerühruHgsaufgabe. 

13) Um den Kreis P ku konstruieren, welcher drei gegebene Kreise 
Kj , Kj und Kg berührt, ist zu beachten, daas der Ort des Mittelpunktes 
eines Kreises, welcher nur K^ und K^ berührt, eiue Hyperbel ist, deren 
Brennpunkte die Mittelpunkte von K^ und Kg sind. (IV, 0, 63.) 
Polarisiert man diese Hyperbel in Bezug auf K^, so erhält mau nach 
(3) einen Kreis Qj, welcher leicht zu koustruieren ist. — Die Polare 
des Mittelpunktes von P muss demnach Q^ bei'ühren. ■ — Man kann nun 
einen zweiten Kreis Qg konstruieren, wenn man diejenige Hyperbel 
polarisiert, welche der Mittelpunkt eines K^ und Kg berührenden Kreises 
beschreibt. — Qg muss dann ebenfalls von der Polare des Mittelpauktes 
des gesuchten Kreises P berührt werden. — Der Mittelpunkt eines 
Kl, Kjj und Kg berührenden Kreises ist deshalb der Pol der gemeiu- 
schaftlichen Tangente von Q^ und Q^ in Bezug auf K^. — Man kon- 
struiere nach diesen Andeutungen die gesuchten Berührungskreise. 
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1) Sind 
ajX + b,y -]- Ci ^ 
»!t + b,j + c, =0 (1) 

oder iu abgekürzter Schreibweise: 
X, =0 
X, =0 ■ ■ ■ (2) 

lue Gleichungen von drei Geraden, 
so kanu man die Gleichung jeder 
anderen Geraden, z. B. : 

mx + ny + p^O ■ (3) 
immer auf die Form: 

n^Xi+u^x^ -hn3X3=0 (4) 
bringen, 

Multipliciert man namlioli die 
drei Gleichungen (l) der Reihe 
nach mit n^, n^, vijj, nnd addiert 
dieselben, so erhält man: 
(a^Uj -(-ajUg -j- a^ng) x 
+ (b,i,. + b,,., +i,n.)y 
+ c,n, + c,n, + c,ii, = (6) 

Soll diese Gleiolmiig kientisch 
iBifc (3) seiu, so folgt: 

a^Ui -|- a^Ua -|- Hgiis = ra 

b,ii, + b,ii, + bjOj = 11 

c,u, +0,11, +o,n, =p. 

Aus diesen Gleiebuiigen lassen 
sieb aber Uj, Ug und Uj immer 
bestimmen, wenn nicht die Deter- 
minante : 



1) Sind 

A,ii + B,v + C,=0| 
A,n + B,v+C, = 0| (1) 
i,n + B,T + C, = 1 
t- in abgekürzter Schreibweise: 
II, =0 



(2) 



die GleichuDgen von drei Punkten, 
so kann mau die Gleichung eines 
jeden anderen Punktes, z. B.: 

Ma-[-Nv + P=0 ■ (3) 
immer auf die Form: 

ll,X, +Ü^X3 H-U3X3=0 (-i) 
bringen, 

Multipliciert man nämlich die 
drei Gleichungen (l) der "Reihe 
nach mit Xj, x^, X3, nud addiert, 
dieselben, so erhält man: 

(AjXi +AgX2+A3X3)n 
+ (B,Xi H-B^Xa +BsX3)v 
+ C^x, + C,X3 + C3X3 = (5) 
Soll diese Gleichung identisch 
mit (3) sein, so folgt: 

Ajx, 4-A3Xa + A3X;i=M 
B,x, +BgXä -I-B3X3 =N 
Cjx, +C3X2 +C,,x, ==P. 
Ans diesen Gieichnugeu lassen 
sieh aber x,, Xg und xj immer 
bestimmen, wenn nicht die Deter- 
minante: 
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bj b, bs ■ = 
i ^1 Ca Cs ' 
ist, welcher Fall ausgeschlossen 
bleibt. 

Es wird also vorausgesetzt, 
dass i3ie drei Geraden (1) nicht 
durch einen Punkt gehen (s. II, 56). 

Sind nun x und y die Koor- 
dinaten eines beliebigen Punktes 
der Geraden (3) bez. (4), so sind 
die Abstände desselben von den 
drei Geraden (1) bez.: 

_aiX-Kbiy -h Ci ^ _ _ xi 



ya/ + b,^ T^a 
>3X + b ^ y + Ca 



/a, ^ + b 

ajX -f-bgy-l-Cj Xg 

Hiernach sind Xj, Xg, Xg die 
mit den Konstanten r a, ^ -|- b^ ^ , 
bez. Ya.2 ^ + bg ^, und Va.^ ^ H" bg ^ 
multiplicierteu Abstände des Punk- 
tes (xy) von den drei Geraden (1); 
die Gleichung (4) stellt eine Be- 
ziehung zwischen diesen drei Ab- 
ständen dar, welcher die letzteren 
für alle Punkte der Geraden (3) 
genügen müssen. — 

Hierauf wird das System der 
Dreieekskoordinaten begründet. — 
Die Koordinaten eines Punktes sind 
drei Zahlen x^, Xg, Sg, welche sich 
verhalten, wie die mit ge 
Konstanten multiplieierten 



I Ä^ Ä, A3 
I A Ba -Bs j 

! Ci 0, C3 ! 

ist, welcher Fall 
bleibt. 

Es wird also vorausgesetzt, 
dass die drei Punkte (1) nicht auf 
einer Geraden liegen (s. 11, 107). 

Sind nun u und v die Koor- 
dinaten einer beliebigen Geraden, 
welche durch den Punkt (3) bez. 
(4) geht, so sind die Abstände 
derselben von den drei Paukten 
(i) bez.: 

C,/u« + vä 
AgU + BaY-l-Ca 

C, Vxi^ + yä 
AaU + EgV-^Ca 



_ Ha 



Ab- 



C3 Vu' -{ 

Hiernach sind u^, Uj, u^ die 
bez. mit den Konstauten Cj, Cj, Cj 
und dem gemeinsamen Nenner 
T^u^ + v^ multiplieierten Abstände 
der Geraden (uv) von den drei 
Punkten (1); die Gleichung (4) 
stellt eine Beziehung zwischen die- 
sen drei Abständen dar, welcher 
die letzteren für alle durch den 
Funkt (3) gehenden Geraden ge- 
nügen müssen. 

Hierauf wird das System der 
Dreieckskoordinaten begründet. — 
Die Koordinaten einer Geraden sind 
drei Zahlen Uj, u^, u^, welche sich 
verhalten, wie die mit gewissen 
Konstanten multiplieierten Ab- 



y Google 



Dreieckskoordinaten, 



213 



stände des Punktes von drei festen 
Geraden. -— Die letzteren bilden 
das sog, Koordiöatendreieek (oder 
Fundan] entaldreieck). Die Glei- 
chung einer Geraden wird in Drei- 
eckskoordinaten durch die homo- 
gene Gleichung ersten Grades: 

UjXj -\~ U3X2 4^ ''s^s ^0 
ausgedruckt. 

2) In Bezug auf rechtwinklige 
Koordinaten ist die Gleichung 
einer Geraden G: 

4x + 3y — 25 = 0. 
Wie heisst diese Gleichung 
in Dreieckskoordinaten, wenn die 
Geraden : 

y — 1 = 
X — 1 = 
x+y-5=0 
erste, zweite und dritte Seite des 
.Koordinatendreiecks sind? 

Autw. 
3xj +2^2 — 0x3 = 0. 

3) Ebenso die Gleichung der 
Geraden : 

2x — 5y-|- 16=^:0 
in Dreieckskoordiuaten auszu- 
drücken, wenn: 

4x+ 3y— 12 = 

3x— 4y+ 41=0 

y-fl8x— 104 = 

aJie Gleichungen der Seiten des 

Koordinatendreiecks sind. 

Autw, 

22x, — 16x3— 5x3=0. 

4) Die Gleichung der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte 



stände der Geraden von drei festen 
Punkten. — Die letzteren bilden 
die Ecken des sog. Koordinaten- 
dreieeks (Fuudamentaldreieck). Die 
Gleichung eines Punktes wird iu 
Dreieckskoordinaten durch die ho- 
mogene Gleichung ersten Grades: 

u,x, -f- n^x, + UgXj = 
ausgedrückt. 

2) In Bezug auf rechtwinkhge 
Koordinatenachsen ist die Gleichung 
eines Punktes P: 

4uH-5v + l=0. 
Wie heisst diese Gleich nug 
in Dreieckskoordinaten, wenn die 
Punkte : 

u+ v+l=0 
u + 2v+l=0 
2u+ v4-l=0 
erster, zweiter und dritter Eck- 
punkt des Koordiaatendreiecks 
sind ? 

Äntw. 
6ui— 4u, — 3u3=0. 

3) Ebenso die Gleichung des 
Panktes: 

2uH-3v-|-l=0 
in Dreieckskoordiuaten auszu- 
drücken, wenn die Eckpunkte des 
Koordiuatendreiecks die Koordi- 
naten (—3, 8), (6, —4), (5, 14) 
haben. 



Autw. 
13ui -^Uu, -j-3n3=0. 
4) Die Gleichung des Schnitt- 
punktes P der beiden Geraden 
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IX. Abschnitt. 


M,(J„ 
findeu. 


■„ J,), 


M,fe, i 


Siiden 



h\ P.(w 



yi-js^; 



Multipliciert man die letzte Ploiizontalreibe der Determinante mit 
einem willkürlichea Faktor k, iiml addiert sie alsdann zur zweiten 
Horizontal reihe, so erseteint die Gleichung der Geraden bez. des Punktes 
in der Form: 



yi+kzi, Ja+kzj, Js+kz^ 



= 0. 



Dieser Gleichung genügen: 
x.=y.+l«, i 
x,_y, +1„, I (C.) 

welche Auedrücke somit die Ivoor- 
dinaten eines bewegliehen Punktes 
der Geraden M^Mg darstellen. — 
k ist auch in diesem Falle das mit 
einem konstanten Faktor multi- 
plicierte Ahstaudsverbältnig dieses 
Punktes in Bezug a\rf die Punkte 
M, und Mg. 

5) Die Koordinaten des Durch- 
schnittes der beiden Geraden: 

u^Xj -f- UjXg -|- 113X3 = 

zn finden. 

Antw. 
Xj =m(ugVg — UaVä) 
Xj =ni(u3Vi— UjVj) 
X3 ^= m (UjVa — «2^1), 

wenn 111 ein beliebiger konstanter 

Faktor ist. 

6) Multiplieiert man die Glei- 
chungen (6) der Reibe naeb mit iij , 
u,, Uo und addiert, so erhält man: 



j-kw,, 



'2-fkw 



'3+kw3 



= 0- 



Dieser Gleichung \ 

1], =V2 +kwa (6> 

U3^v, -hkw 
welche Ausdrucke somit die Koor- 
dinaten eines beweglichen Strahles, 
ivelcher durch den Punkt P geht, 
darstellen, k ist auch in diesem 
Falle das mit einem konstanten 
Faktor multipli eierte Abstaudsver- 
hältnis dieses Strahles in Bezug 
auf die beiden Geraden Pj und P^. 
5) Die Koordinaten der Ver- 
bindaugsliuie der beiden Punkte: 
v\x^ -j- UjXj -|- 113X3 = 
v,Xi +V2X2 + V3X3 =0 
an finden. 

Antw, 
ui =u{xays— Xgyg) 
ii3=n(x3yi— x^yj) 
ii3=n{xjy, — x^yi), 
wenn n ein beliebiger konstanter 
Faktor ist. 

6} Multiplieiert man die Glei- 
chungen (6) der Reihe nach mit x^, 
Xg, x, und addiert, so erhält mau: 
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